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Resumen

Estudiamos métodos numéricos para simular la evolucion de ground states en un
fondo de turbulencias, modeladas por ecuaciones de tipo Schrédinger no lineal. Los
métodos estan orientados fundamentalmente a la bisqueda de una buena aproximacion
en dos sentidos: la generacién de los perfiles iniciales de los ground states, y la si-
mulacién de pardmetros de estas estructuras. En funcién de estas dos propiedades, se
establecen comparaciones entre los métodos.

1. Descripcion del modelo

Consideramos la ecuacién no lineal de Schrédinger en un intervalo acotado [0, L] con
condiciones de contorno Dirichlet nulas dado por:
W+ Uop + f(|2)T =0 W
U(0,t) =¥(L,t)=0

donde ¥ = ¥(z,t) € X = L?(0,L) y f es una funcién real que representa el término no
lineal. Suponemos también que f is atractiva o focusing, i.e., verifica f(x) > 0, f'(x) > 0
para x > 0. Un caso particular de (1) corresponde a la ecuacién ciibica, con f(z) = z. A
diferencia del problema puro de valores iniciales o con condiciones de contorno periédicas,
las condiciones Dirichlet conllevan que (1) no es integrable [5]. Las unicas cantidades
conservadas son el hamiltoniano

L L
AW =5 [ P [ (o, ©)
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donde F(a) = foa f(y)dy y el nimero de particulas o norma

L
N(\IJ):;/O O[2d. (3)

Una de las propiedades de (1) sugerida en la literatura es la formacién de estructuras
coherentes que persisten a lo largo del tiempo junto con pequenas fluctuaciones aleatorias
[5]. En el caso atractivo, las estructuras coherentes toman la forma de ondas solitarias
localizadas espacialmente o ground states dadas por

U(x,t) = B(x)e M (4)

donde ® es la solucion del problema estacionario:

O + f|PP)P+ AP =0, 0<2<L 5
(0)=P(L)=0
En términos de las cantidades (2) y (3), podemos reescribir (5) como
SH(®) + ASN(®) =0, ©)

donde 9§ es la derivada variacional, de forma que ® es un punto critico del funcional H+A\N.
De hecho, es conocido que los perfiles ® son minimizadores del hamiltoniano sujetos a un
valor dado del ntimero de particulas [5]. Esto es, ® es la solucién del problema variacional

H(¥) - min sujeto a N(¥)= Ny (7)

El ground state (4) consta del perfil ®, solucién de (5), que se mueve con velocidad
angular —\. En relacion con la simetria del problema dada por las rotaciones, hay que
observar que cualquier giro ®y(z) = ®(x)e™?, § € R, también es solucién de (5). Ademés,
partiendo de uno de estos perfiles ®¢ se obtiene el correspondiente ground state aplicindole
el grupo de rotaciones con giros dados por At, t € R. De este modo las funciones

U(,£,0,) = Dyla)e N = B(a)e M), (®)

generan una familia biparamétrica de ground states soluciones el problema (1). El pardmetro
0 representa una fase, mientras que A, la velocidad angular, es el multiplicador de Lagrange
del problema de minimizacién (7) cuya solucién es ®.

2. Descripcion de los métodos numéricos

Nuestro objetivo de mejorar el rendimiento de la aproximacién numérica de ground
states puede centrarse en dos aspectos: por un lado, la obtencién de perfiles iniciales ®
y, por otro, la simulacién de los pardmetros A y € en la solucién de (1). Teniendo en
cuenta este objetivo, consideramos la aproximacién numérica de (1) por medio del método
de lineas. Esto es, consideramos separadamente la discretizacién espacial y la integracién
temporal con la idea de obtener una aproximacién satisfactoria.
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2.1. Discretizacién espacial. Elementos finitos cibicos de Hermite

Existen varias posibilidades para la discretizacién espacial, pero es basico para nosotros
conservar una discretizaciéon natural de los invariantes (2) y (3). Para ello tomamos V =
HE(0, L) y consideramos la formulacién débil de (1): hallar u(t) € V tal que

<C$(w; + (O, Dpw) = i(f(u), w), Yw e V, t >0 }
u(0) = wuo

Consideramos entonces un parametro h, una familia de espacios finito-dimensionales
Vi, C H}(0,L) que aproximan V y basados en elementos finitos, ug s, € Vj,, aproximacién
de ug. Obtenemos la formulacién débil semidiscreta de (1): hallar uy(t) € Vy, tal que,

(G wp)  +  i(Daun, Opwp) = i(f (up), wh), Ywy € Yy, t =0 ()
up(0) = uopn

En este trabajo tomamos V), como el espacio de funciones polinémica cubicas a trozos
de Hermite, que son continuas y con derivada continua y verificando condiciones de con-
torno Dirichlet nulas. Esta eleccién ya ha sido considerada en [1]. Si tomamos h = L/J > 0
con J €N, z; = jh para j=0,...,J, sean {Uj}jz_ll U{E,-}}-]:O las funciones de forma que
definen la base de V},. Entonces, un elemento ¥; € V; puede ser escrito como

J—1 J—1
Up(z) =Y Uo5(x) + > 0;5(x) + Voog () + U5 (x) (10)
j=1 i=1

donde W; = Wy (z;), j=1,...,J =1,y ¥; =,V (x;), 7 =0,...,.J.

La aproximacién up(z,t) € V, a la solucién u(z,t) de (9), puede ser escrita como
J-1 J-1
up(e,t) =Y u(t)oye) + ) w;(4)3;(x) + ()35 («) + @ (8)3) ()
j=1 J=1
donde u;(t), j =1,...,J—=1,yu;(t), j=0,...,J, son respectivamente las aproximaciones

de u(zj,t), j=0,...,J,y Opu(zj,t), j=1,...,J — L.
A partir de lo anterior, se obtiene un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

dU
donde U = [ug, u1, U1, us, Uz, - - ., UN_1,UN_1,Un] ", Ry y Mj son matrices simétricas y

¢(U) representa el término no lineal.
La estructura hamiltoniana es conservada en la version semidiscreta y el hamiltoniamo
discreto de un elemento Wy, of V), estd dado por

L L
) =5 [ e =5 [ (0P

Esto es, el hamiltoniamo discreto es el hamiltoniano exacto de la funcién polinémica ciibica
a trozos Uy,
De forma similar, el niimero de particulas de un elemento ¥, of V), esta dado por

1 [ )
N(\Ifh):2/0 Wy, |*dz

y es también una cantidad conservada del problema (9).
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2.2. Generacion de perfiles iniciales

Para generar los perfiles iniciales de los ground states, y debido a la discretizacién
espacial que hemos elegido, buscamos perfiles ®;, € V},. Para ello, dado Ny fijo, elegimos
®;, como la solucién del problema variacional discreto

H(V;,) — min  sujeto a ¢p €V, N(¥,)= Ny. (12)

El problema (12) puede ser resuelto numéricamente. Para ello, consideramos (10), y
escribimos u; = v; +w;, j =1,..,J — 1, u; = v; + 1wy, j =0, .., J. Entonces

H(‘Ilh) == H(’Ul,wh...7UJ_1,WJ_1,60,?E0,...,5J,QEJ):H<’U,'UJ,'U,U]), (13)

y, de forma similar,

N(¥,) = N(vi,ws,...,v5-1,Wj_1,00,Wo,...,V7, W) = N(v,w,v,w).  (14)

Podemos ahora reescribir (12) como

H(v,w,v,w) — min sujeto a N(v,w,ﬂ, w) = Ny, (15)

que puede ser resuelto por medio de algoritmos estandar incluidos en la librerias numéricas
mas usuales. Notemos que (15) tiene un gran nimero de variables si queremos obtener
perfiles iniciales con un error de discretizacion espacial suficientemente pequeno.

2.3. Discretizacién temporal

La eleccion del integrador temporal estd relacionada con la simulacién apropiada de
parametros de estructuras coherentes para (1), particulamente de ground states dados por
(8). Es de esperar [2] que una correcta simulacién esté relacionada con la conservacion,
durante la integracién numérica temporal, de (2) y (3), las cantidades conservadas de (1).

La discretizacién espacial anterior lleva a un sistema rigido de ecuaciones diferenciales
ordinarias de gran dimensién (11). La integracién numérica serd realizada mediante un
método Runge Kutta simplemente diagonalmente implicito (SDIRK). El método elegido
tiene orden clasico 3 y viene dado por el tablero de Butcher

3+v3 | 3+v3 0

6 6
c| A _ 3-/3 —/3  3+V3 (16)
v _® 3 6
‘ 1 1
2 2

Este método es conveniente para resolver numéricamente (11) porque la matriz A es
triangular inferior y los dos elementos diagonales son iguales, lo cual lleva a una conside-
rable ganancia computacional cuando se resuelven los sistemas implicitos para las etapas
intermedias en cada paso de integracién temporal

Ademss, todo el semiplano complejo izquierdo esta incluido en su region de estabilidad
absoluta. Esta propiedad, que requiere el caricter implicito del método, es definida nor-
malmente como A-estabilidad y es necesaria debido a que la conservacién de las cantidades
implica que los autovalores imaginarios puros del operador lineal semidiscreto deben estar
incluidos en la regién de estabilidad.
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Sin embargo, el uso de (16) sufre de algunos defectos serios para nosotros. El método
obtiene una solucién numérica no conservativa que es inapropiada para grandes escalas
de tiempo. Esto puede evitarse combinando el método SDIRK con proyecciones sobre
las variedades definidas por la conservacién de las cantidades (2) y (3). De esta manera,
podemos realizar la integracion numérica temporal conservando uno o ambos invariantes.

Sean Hg y Ny constantes dadas y consideramos las variedades de Vj:

My = {¥cH}:HY) = Hy}
My = {U € H}:NW) =Ny}
Mz = {¥ecH}:HW) = Hy, N(¥3) = No} = M1 N M,

Tomando Hy = H(up) and Ny = N(up), la solucién exacta de (9) verifica u(t) €
M;, i = 1,2,3. Nuestra idea es proyectar sobre estas variedades para asegurar que la
aproximacion numérica conserva una o ambas cantidades invariantes. Para ello usaremos
el siguiente algoritmo: suponemos que, para algin i = 1,2,3, U,, € My ; = M; N V. La
obtencién de la siguiente aproximacién Uy se lleva a cabo de la siguiente manera [4]:

1. calcular U, 1 por medio del método SDIRK (16),

2. proyectar el valor U, sobre My, ; para obtener Uy, 41 € My, ;.

El calculo de U, lleva a la solucién de un problema de minimizacién restringido. Por
ejemplo, si queremos conservar el hamiltoniano, tenemos que resolver

|Uns1 — Uny1]| — min  sujetoa  H(Upt1),
donde H(U) est4 dado en (13). Para su solucién, consideramos la funcién lagrangiana
LUn+1,A) = ”Un+1 - Un+1||2/2 - ITI(UnJrl)T)‘

donde el numero de multiplicadores de Lagrange es igual al de cantidades que conserva-
mos. A partir de la condicién necesaria OL/OU,+1 = 0, y sustituyendo U,11 por Uy,41,
obtenemos el sistema

Unt1 = Upt1+ H' (Unyr)"A an
0 = H(Unt1)

que puede ser resuelto eficientemente para A por medio de un procedimiento iterativo.
Noétese que el sistema en (17) es de dimensién 1 6 2 y por tanto el costo computacional de
su solucién es despreciable frente a la solucion de las etapas del método SDIRK.

3. Experimentos numéricos

Mostramos en esta seccién los experimentos numéricos realizados con los métodos
explicados previamente. Todos se realizan para (1) con f(x) = z, es decir la ecuacién
cubica de Schrodinger. Este caso, de indudable importancia, tiene ademaés otra propiedad
destacable relacionada con nuestra discretizacién. Tras discretizar en espacio, la expresion
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Figura 1: Ground state en [0, 64] discretizado en espacio con J = 2400 subintervalos.
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Figura 2: Evolucién en tiempo del error en las cantidades H y N en escala logaritmica.

exacta del término no lineal que aparece en (11) es, si bien bastante complicada, suficien-
temente sencilla como para ser obtenida mediante célculo simbélico. Esto es relevante pues
evita el uso de técnicas de cuadratura numérica que serian necesarios para otro tipo de
nolinealidades y permite obtener resultados mucho més precisos en los experimentos.

Nos centraremos en la simulacién de la evolucién temporal de ground states, mientras
que el efecto de las perturbaciones serd objeto de un estudio posterior.

Empezamos considerando, como condicién inicial, el perfil inicial del ground state
simétrico en el intervalo [0,64] mostrado en la figura 1. Este perfil ha sido obtenido con
la versién 19 de la libreria NAG, tomando J = 2400 y buscando entonces un polinomio
cubico de Hermite a trozos cuyos coeficientes fueran solucién del problema de optimizacién
(15). La rutina de optimizacién usada devuelve una primera aproximacién al parametro
A asociado a la velocidad angular a través de la iltima aproximacién disponible del mul-
tiplicador de Lagrange, que en este caso resulta ser A ~ —3.5513497. Ademaés el ntimero
de particulas es N = 3.78125.
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Figura 3: Evolucion de A frente al tiempo para los 3 métodos.

La discretizacion espacial se realiza entonces como se explicé en la Seccién 2.1. Para la
integracién en tiempo hay que notar que no podemos usar el método SDIRK combinado
con la proyeccién sobre la variedad definida por la conservacién de ambos invariantes
debido a la relacién (6) entre sus derivadas variacionales. En la préctica esto no resulta
excesivamente importante pues la proyeccién para conservar un invariante lleva en este
caso a un también excelente comportamiento en la otra cantidad.

Usamos entonces el método SDIRK dado por (16), el mismo método pero combina~
do con una proyeccién para conservar el numero de particulas (SDIRKNP) y con una
proyeccién para conservar el hamiltoniano (SDIRKH). La figura 2 muestra el error, con
longitud de paso en tiempo At = 2 x 1072 y hasta tiempo ¢ = 1000, de la evolucién de
los invariantes para cada uno de los tres métodos. El peor comportamiento corresponde
al método SDIRK sin proyecciones, para el cual se ve un error mucho mayor junto con
un crecimiento evidente cuando progresa la computacion. En cuanto a cada uno de los
algoritmos con proyeccién, se ha dibujado inicamente el error en la cantidad sobre la que
no se ha proyectado pues para ésta el error es del tamano del error de redondeo, en este
caso precisién doble. Nétese que los errores medidos son realmente pequenos, del orden de
1078, siendo ademés bésicamente constantes al incrementarse el tiempo.

Este comportamiento de los métodos con respecto a las cantidades invariantes N y H
tiene una clara influencia en la simulacion de la velocidad angular —X del ground state.
Hemos aproximado numéricamente este pardmetro teniendo en cuenta que

Ujn—1 _ () exp(—irt, 1)
Ujm o(x;) exp(—iAty)

= exp(iAk)

entonces,

Ujn—1
NS arg(=—=)

k

La calidad de la aproximacion obtenida depende en la préctica del punto x; elegido, siendo
en este caso 6ptimo el punto z; = 32, donde se alcanza el maximo del perfil inicial.

7
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Figura 4: Evolucion de A frente al tiempo para los 2 métodos con proyeccién.

La evolucién de A para el ground state del experimento anterior es mostrado en las
figuras 3 y 4. En la figura 3 observamos que es evidente el crecimiento temporal de la aprox-
imacién del pardmetro A para el método SDIRK. Por su parte, los métodos SDIRKN y
SDIRKH muestran una evolucién casi constante. Tal como indica la figura 4, la aprox-
imaciéon a A dada por ambos métodos es muy similar e incorpora un ruido de pequena
amplitud que no afecta a la evolucion constante del parametro.
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