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1 Preliminares

Este curso es una introduccién a la teoria de bifurcaciéon con aplicaciones a distintas areas. Comenzaremos
enunciando algunos resultados clasicos que necesitaremos posteriormente.

Teorema 1.1 (Teorema de la funcién inversa). Sean X,Y dos espacios de Banach y Q@ C X abierto. Sea
F:Q =Y declase C', 19 € Q, yo € Y de manera que F(xo) = yo. Supongamos que DF,, : X =Y es un
isomorfismo. Entonces F es localmente invertible, es decir, existen abiertos Qc Q, xg € Q, VCcY,yCcV
tal que Fg : Q =V es invertible y F~1 € C.

Ejercicio 1.2. Demostrar los siguientes enunciados:
e Si||[DF,,(v)|| > c|lv]|, ¢ > 0, entonces F' es localmente inyectiva.
e Supongamos que DF, es sobreyectiva y ker(DFy,) tiene complemento topoldgico, es decir,
X =ker (DF,,)® W,
donde W es un cerrado. Entonces F' es localmente sobreyectiva.
Veamos el siguiente ejemplo donde podemos aplicar el teorema anterior.

Ejemplo 1.3. Prescripcién de curvatura media. Dado un dominio Q C R?, sea u : Q — R tal que
ulaq = 0. Denotamos por G(u) C R3 al grafo asociado a dicha funcion. Asimismo, sea H(-) la funcion
curvatura media de G(u).

Pregunta: Dada una funcién h: Q — R, jemiste u: Q — R, ulgg = 0 tal que H(G(u)) = h?

G(u)

Figure 1: Grafo asociado a wu.

Tratemos esta cuestion. Dada una hipersuperficie S € RNTY, denotamos por n: S — SV el vector normal
unitario de la superficie. Extendemosn a un abierto que contenga a S. La curvatura media puede expresarse

H(p) = — 5 div(n) = —div (V“) (1)

N-1 1+ |Vul?




(VU, _1)
VI+ Va2

Si lo escribimos en coordenadas, obtenemos

donde hemos usado que n =

1 (14 u)uge + 1+uiu — 2Up Uy Uy
2 (14 u2 4+ u2)3/2

Notemos que si u = 0, entonces H(u) = 0.
Definamos los espacios de Banach en los que vamos a trabajar. Sea

X ={ueC**(Q):u=0endN},
Y =C%(Q), ac(0,1).

Luego H : X — Y es de clase C'. Calculamos su diferencial en u = 0:

1 (Vgx +vyy —0-1)—0 1
DHy(v) = 5 1 = 2Av.

El operador f%A : X = Y es un isomorfismo por la existencia y unicidad de soluciones al problema de
Poisson, es decir, dada f € Y existe una tnica v € X tal que —%Av =f.

Por el teorema de la funcién inversa, deducimos la existencia de € > 0 tal que para toda funcién h € Y con
[[A]lco.a < € existe u € X tal que la curvatura media asociada al grafo G(u) satisface H(u) = h. Ademds, u
es Unica en un entorno de 0 € X.

Observacién 1.4. Dado un abierto Q C R?, es posible demostrar que existe una constante C > 0 tal que
para cualquier h: Q — R tal que h(x) > C, la ecuacion de curvatura media prescrita

H(u(z)) = h(z) (3)

no tiene solucion. Mds especificamente, consideremos xo € 2 y tomemos r > 0 tal que la bola B(zg,r) C R?
de radio r centrada en o esté contenida en Q, y tomemos cualquier h(z) tal que h(zx) > %

Supongamos por reduccion al absurdo que existe u : 0 — R resolviendo . Para cada z € R, sea S?(z) la
esfera de radio v centrada en el punto (xo,z) € R3. Consideremos 2y € R tal que

2o < Irnelgrzlu(x) —r.
Esta condicion implica que la esfera S*(z9) y la superficie G(u) son conjuntos disjuntos. Mds ain, S*(zo)
se encuentra por debajo de G(u); ver Figura @ Por compacidad de la esfera y el grafo G(u), debe existir un
primer valor 21 € (20,00) tal que la esfera S*(z1) y G(u) se intersecan. Por ser zi el primer valor para el
que se cumple esta propiedad, las superficies S*(z1) y G(u) deben ser tangentes a lo largo de su interseccidn,
y ademds S?(21) se encuentra por debajo de G(u). En particular, G(u) y S?(21) tienen un contacto propio.
Llegamos a una contradiccion por el principio del mdximo geométrico, pues la curvatura media de S?(z1) es

1 mientras que la de G(u) satisface H(u) = h > L.

Teorema 1.5. [Teorema de la funcién implicita.] Sean A, X, Y espacios de Banach yV C A, Q C X abiertos.
Sea F :V xQ —Y de clase C'. Supongamos que F(\g,z0) = 0. Supongamos X>u + %—Z(Ao,xo) €Y es
un isomorfismo. Entonces, existen abiertos VCV,QcQ, \e f/, zo € Yo V — Q de clase C! tal que
F\u)=0con A€V, ucQ siysolosiu=a)).



Figure 2: Contacto propio entre G(u) y S?.

2 Introduccion a la bifurcacion

x
Punto de y 1
bifurcacién Sea F': R x X — Y una funcién de clase C* tal que
/ local F()\,0) =0 para todo A € R.
A continuacién, nos planteamos la pregunta de si ex-
F(A,0) iste u # 0 tal que F(\,u) = 0.

Definicién 2.1. Sea S = {(A\,u) e Rx X : F(\u) =
0, u # 0}. Decimos que \* € R es UN PUNTO DE
BIFURCACION (LOCAL) si (A*,0) € S.

El siguiente resultado es un corolario del teorema de la funcién implicita:

Lema 2.2. Si \* es un punto de bifurcacion local, entonces u — %—Z(A*,O) no es un isomorfismo de X a Y.
d

Esto es, el operador 6—5()\*,0) es degenerado.

Ejemplo 2.3. 1. Consideramos F : R x R — R definida como F(\,x) = Az — 23 € C*°. Es facil ver que
F(X,0) =0 para todo A € R. Estudiamos el diferencial para ver si hay un punto de bifurcacion local.

Como oF

— (A0 =X

0=,
tenemos que A = 0 es un punto de degeneracion del diferencial. Veamos ahora si es un punto de
bifurcacion.

z=0, VAeR

— 3:
Az —x O—>{)\x2,

Por tanto A = 0 es un punto de bifurcacion.



2. Consideramos F : RxR? — R? definida como F(\,x,y) = (Az+y3, \y—23). Tenemos que F(),0,0) =

0 para todo A € R. El diferencial a estudiar es

0= (0 %) @

El punto de degeneracion es A = 0. Veamos si es un punto de bifurcacion.

3 4 3.3
—y At = —yiz
o { At o= adyB

A\x

F(A,x,y):0—>{ \y

Sumando ambas ecuaciones llegamos a M(z* +y*) = 0. Si A = 0, entonces v = y = 0 por definicion
de F(\ z,y). Si X\ # 0 entonces necesariamente x =y = 0. Es decir, el funcional solo se anula con la
solucidn trivial y por tanto no hay bifurcacion. Este ejemplo demuestra que el reciproco del Lema[2.3
no se satisface en general.

Definicién 2.4. Sea L : X — Y wun operador lineal y continuo. Decimos que L es un OPERADOR DE
FREDHOLM si

a) ker L tiene dimension finita, dim(ker L) < oo.

b) La imagen R(L) tiene codimension finita.

Se define el indice de L como

ind(L) = dim(ker L) — codim(R(L))

Observaciéon 2.5. Se cumplen las siguientes propiedades:

1.

Si L es Fredholm, existe € > 0 tal que si T : X — 'Y es un operador lineal y continuo con ||T — L|| < ¢
entonces T es Fredholm y ind T = ind L.

Como dim(ker L) < oo entonces ker L tiene complemento topoldgico, es decir
X=kerLOW,
donde W es un cerrado. Luego u € X puede escribirse como u=v+w conv € ker L yw € W.

Ejercicio: Si L es un operador de Fredholm, R(L) es cerrado. Por tanto, tiene complemento topoldgico.

Sea X =Y y supongamos que K : X — X es compacto, es decir, lleva acotados en precompactos.
FEntonces Id — K es un operador de Fredholm de indice 0.



A continuacién, enunciaremos un teorema que nos permita garantizar la existencia de bifurcaciones locales
bajo ciertas hipétesis.

Hipdétesis 1: La aplicacién L : u — g—i(x\*,O) es un operador de Fredholm (no isomorfismo). Podemos
escribir

X=VoWw
Y=Z8R

donde V =ker L y R = R(L), por tanto dim V,dim Z < co. Recordemos que las proyecciones
P:Y = Z, P(z+r) =z,
Q:Y — R, Qz+r)=r,

son lineales y continuas. Por tanto, escribiendo u =v+wconv eV y w e W,

_ _ PF(\v+w)=0,
FA\u)=0< F(\v+w) =0 { QF(\v+w) =0,
La anterior formulacién se denomina reduccién de Lyapunov-Schmidt.

Proposicién 2.6. Eziste I C R, V abierto en V, \* € I, 0 € V y una aplicacion o : I x V.— W, de clase
C! con QF(\, v+ a()\,v)) = 0. Ademds, a(\,v) es tnico en un entorno de 0 € W. Se tiene también que

1. (A, 0) =0 para todo A € 1,
2. g—z‘()\*,O) =0 para todov € V.
Proof. Definimos H : R x V x W — R como H(\,v,w) = QF(\, v+ w). Notemos que

o1 (3,0.0) = Q(Lw)) = L(w).

Veamos que L : W — R es un isomorfismo:
e Si L(w) =0, entonces w € VNW, con lo cual w = 0. Esto implica que L es inyectiva.
e Dado r € R, sabemos que existe u € X tal que L(u) = r. Escribimos u = v 4+ w, obteniendo
r = L(u) = L(v+w) = L(v) + L(w) = L(w),
Luego L : W — R también es sobreyectiva.

Usando el teorema de la aplicacién abierta, se deduce que L es un isomorfismo. Por el teorema de la funcién
implicita (Teorema |1.5)), existe o : I x V — W tal que QF(\,v + a(\,v)) = 0. Por tanto

1. Tenemos que QF(A,0) =0y QF (X, a(A,0)) = 0 luego a(A,0) = 0 por la unicidad local.

2. Derivando respecto de v € V' y evaluando en \*,

R0t a0 =z (o+ Foro) ) =e (2 (g0 0)).

(%

L @2‘@*,0)) -0,

con lo cual g—‘g(/\*, 0) € V. Como este elemento también pertenece a W, deducimos que %(/\*, 0)=0.

0=

Por definicién de @, deducimos que

O

A continuacién, buscamos resolver la ecuacién PF (A, v + a(A,v)) =0.



Teorema 2.7. [Teorema de Crandall-Rabinowitz (1983)] Supongamos ademds que

1. V =%kerL = (v), Z = (Z), esto es, dichos espacios son 1-dimensionales.

2. FecC?
3. O°F (A",0) € R(L) (Condicion de transversalidad)
oNOT '
Entonces existe
Ai(—ge) =1
t— A(t),

de clase Ct tal que PF(\(t),t0 + a(\(t),t0)) = 0. En consecuencia, (A(t),t0 + a(\(t),tD)) es solucion de
F(A\u) =0 con A(0) = \*.

Observacion 2.8.

da
a0

e La curva de soluciones estd parametrizada en ©. Como «a(\*,0) = 0,

a(\(t),t7) = ot).

(A\*,0) = 0, entonces

e [En el teorema anterior, basta que que exista la derivada cruzada y sea continua.

Prueba del Teorema[2.7] Definimos

B:Ix(—g,e)—z
(A, t) = PE(X\t0+ a(\ D))

Notemos que:
I. B(A,0)=0,Y\ eI

II. %—f()\*, 0) = 0. En efecto, tenemos que

Ahora bien, como v € ker L y 9o =(\*,0) = 0, deducimos que % 98 - (A%,0) = 0.

ML 55(07,0) = P (ks (07, G2 (0, 0)) + L(....) ) = P (A",0)) £ 0,

Por la condicién de transversalidad.

Definimos ahora

h:Ix(—e,e)— Z;

B(AL), .
h(Mt) =4 5t s t#0
Sr(A0), sit=0.

Es posible comprobar que esta funcién es diferenciable. Ademads, de su definicién se deduce que

n,0) = 2 x0) =0,

oh 8%
A A0 = g (A0 £ 0.

Por tanto, aplicando el teorema de la funcién implicita deducimos que existe A(t) : (—¢,&) — I de clase C!
tal que h(A(t),t) = 0 para todo t, esto es, B(A(t),t) = 0. O



Consideremos a continuacién un caso particular. Sea L : X — Y un operador de Fredholm de indice 0,

ker(L) = (v). Supongamos ademds que se tiene la inyeccién X <% Y v consideremos la descomposicién
X = (U) ® W. Si v no pertenece a R(L), entonces podemos escribir Y = (v) @ R, siendo W = RN X.

Proposicién 2.9. Consideremos una aplicacion T : R — L(X,Y) de clase C*, A+ T\ : X — Y. Supong-
amos que se dan las condiciones del pdrrafo anterior para un cierto T« = L. Entonces, existen (), w(\)
de clase C' tal que:

(AN =g, A" +e) >R
w: (A —eg,\"+¢e) > W
y ker(Th — p(N)Id) = (T +w(N)), con p(A*) =0, wA*)=0.

Proof. Se deja como ejercicio. Consiste en aplicar el teorema de la funcién implicita a la funcion H :
R xR x W —Y dada por H(\, p, w) =T\ (04 w) — (7 + w). O

Observacién 2.10. Supongamos que tenemos una funcién F(\, u) tal que la aplicacion A — Ty := g—i(/\, 0)
estd en las condiciones de la proposicion anterior. Como TA(T + w(X)) = pu(A)(T + w(A)), derivando en
A= X* deducimos que:

;\;;(A*,O) LW (V) = @/ (A7) +0.
8F * R A 1/ %
— L0 ,0) = W) - L ()

Donde recordamos que T ¢ R y L(w'(A\*)) € R. Por tanto, tendremos que a?\gi(/\*,O) ¢ R siy solo si
W (X*) # 0. De esta manera, podemos relacionar la condicion de transversalidad en el teorema de Crandall-
Rabinowitz (ver Teorema con las derivadas no nulas de los autovalores de g—i()\,O).

Observacion 2.11. Notamos que, en el teorema de Crandall-Rabinowitz, la condicion de que el nicleo sea
1-dimensional es necesaria incluso si se tiene p'(A\*) # 0; consultar el caso de no bifurcacion en el Ejemplo

2.9y (@-

3 Aplicaciones del teorema de Crandall-Rabinowitz

En esta seccion trataremos dos resultados de bifurcacion que pueden ser obtenidos aplicando el teorema de
Crandall-Rabinowitz. El primero de ellos pertenece a la teoria de superficies de curvatura media prescrita,
mientras que el segundo procede del problema de water waves en teoria de fluidos.

3.1 Problema de curvatura media prescrita

Sea H (u) la curvatura media de un grafo asociado a una funcién u :  C R? — R, y consideremos la ecuacién
H(u) =Au, MeR,
con condicién de borde u|sq = 0. Definimos los espacios
X ={ueC*(Q):u=0en 00N}, Y =C0%(Q),

y el operador
F:RxX =Y, F(\u) =H(u)—\u.

Notemos que F'(A,0) = 0 para todo \. La derivada de F' para u = 0 es

oF 1
L(v) = %(A,O)[v] = —5Av — .
Este operador es degenerado si existe v # 0 tal que —Awv = 2)v, es decir, cuando 2\ es un autovalor de (—A).
Denotemos por \,, n € N, los autovalores asociados a este operador, de forma que L(v) serd degenerado



para todo A\ = % Si A, es simple, entonces ker(L) es unidimensional, generado por una autofuncién ¢,, que
satisface

*A(bn = >\n¢)n en Qv
on =0 en 0f2.

Ademds, la imagen R(L) del operador L viene dada por

R(L):{er:/Qf(m)gbn(x)d:czo}.

Finalmente,
0*F

Por lo tanto, se cumplen las hipdtesis del teorema de Crandall-Rabinowitz, y existe una bifurcacién en
A=2n
2

3.2 Water waves

Consideremos la ecuacién de Euler en dos dimensiones para un dominio €2(¢) dependiente del tiempo:

@+ (q-V)g+Vp+ges =0,
V.q=0,

donde g es la constante de gravedad, e; = (1,0), ez = (0,1), g(z,t) es el campo de velocidades y p(z,t) la
presién. Vamos a suponer ademds que ¢(z,t) — 0 cuando xo — —o0
Vamos a buscar una familia de ondas viajeras para este problema. Estas pueden ser modelizadas mediante

Q) =Q+ter, qlz,t)=Q(z1 —t,x2) +e1, p(x,t) = P(r1 —t,22).
Las funciones P y @ satisfacen el sistema estacionario:

(QV)Q+VP+962:O, (.’El,CIJg) €Q,
V-Q=0, (z1,22) € Q, (5)
Q(z1,22) = (—1,0), cuando xy — —00,

mientras que Q = {(x1,22) € R? : 29 < B(z1)}.
Este problema cuenta con las siguientes condiciones en la frontera 0f):

e -1 =0,en 02, donde n denota el vector normal a 0f2;

e 0} es una linea de corriente.
Notemos que, por el principio de Bernoulli, B := %|Q|2 + p + gxo es constante en las lineas de corriente.
Ejercicio 3.1. Si VB -Q =0 y p es constante en 02 entonces %|Q2| + gxo = ¢ en ON).

Sea @ := (u,v). Dado que V - Q = 0, existe una funcién de corriente 1 tal que

Vi = Q+ = (—v,u).
Es posible comprobar que 1 es constante a lo largo de 2. Como v estd definida salvo constante, podemos
asumir que ¥|pq = 0. Consideremos la vorticidad w = 0,,v — 0z, = —Ae. Tomando el rotacional en la

primera ecuacién de , la EDP se reduce a Vw - Q = 0.



A continuacién, vamos a suponer que la frontera de ) es h-periédica en la direccién horizontal y vamos a
buscar soluciones h-periédicas e irrotacionales (w = 0) a . En base a la discusién anterior, el problema se
reduce a buscar una funcién de corriente ¥ h-periédica tal que:

A'(/J = 0, (‘rlva) € Q»
1 =0, (z1,22) € 09, (©)
Vi — (0,-1), Ty — —00,

%|V¢|2 + gx2 = c, (iEl,SCQ) € 00N

El problema admite una solucién trivial, dada por ¥ (z1,z2) = —x2, Q@ = {z2 < 0}. Queremos bifurcar esta
solucion en funcién del periodo h. En primer lugar, notemos que dado A > 0 y una solucién h-periédica
¥(x1,22) de (@), la dilatacién
P(z) = 39 (),
h_ h

es y-periddica y resuelve (@ para el dominio ) = %Q Tomando A := -, el problema a tratar consiste en

buscar funciones ¢ 27-periédicas tal que:

AE = 07 (xlaxQ) S Q)u
E = 0, (.’L‘l,LEQ) S aQ,\, (7)
VE — (07 71)7 Zg — —00,

%'VEF + g)‘xQ =, ($17x2) € aQ)\

Por simplicidad, a partir de ahora denotaremos 1 = ¢y Qy = Q = {z2 < B(z1)} de nuevo.
Observacién 3.2. Toda solucion ¢ de (7)) satisface las siguientes condiciones:

o lim,, , o ¥(x1,22) = +00. Esto se deduce de la condicidn de fondo sobre V. En particular, como
=0 en IQ y Y es armdnica, deducimos que 1p > 0.

e FExiste p armdnica conjugada tal que f = @ + 1 es holomorfa. La funcion ¢ se corresponde con el
potencial de la velocidad. Ast,

f'(z)=u—iv, Vo= (u,v), Vi=(-v,u).

e Para la solucion trivial v = —xq, tenemos que fo(z) = —z. En particular, considerando € como
subcongunto del plano complejo, i.e., Q@ = {z : Im(z) < 0}, tenemos que fo(z) : Q@ — H* define un
difeomorfismo entre 0 y el semiplano complejo superior HT.

Como consecuencia de la tltima propiedad, si tenemos una bifurcacién local de fo(z) = —z, todas aquellas
soluciones f(z) suficientemente cercanas a fo(z) también definirdn difeomorfismos entre un cierto dominio
Q) y H. Dada una funcién holomorfa 2r-periédica f(z) asociada a una solucién de (7)), sea ¢! su inversa,
y definamos

w:=fop=uop—ivod=:u—1iv.

Se satisfacen las siguientes propiedades:

1. f(z+ 27) — f(z) = —27 para todo z € Q. En efecto, tenemos que la cantidad v(z) := f(z + 27) —
f(2) debe ser una funcién holomorfa que solo depende de Im(z), por la periodicidad de f(z). En
consecuencia, y(z) = v debe ser constante. Tomando limite o — —o0,

y= lim_f(z+27)~ f(z) = lim J(z)dz = ~2r,

To—>—00 To—>—00 [Z,Z+27T]

pues f'(z) converge a —1.



2. ¢(& +2m) — ¢(&) = —27 para todo & € HT. En efecto, dado un cierto &, sea z := ¢(£). Aplicando ¢ en
la igualdad del item anterior, obtenemos que:

G(€ +2m) = ¢(f(2) +27) = ¢(f(z — 2m)) = 2 — 27 = (¢) — 2,

como queriamos probar.

1
o’

3. La funcién w(§) es 2m-periédica. En efecto, es facil comprobar que w(&) = 7Y del apartado anterior

se puede deducir que ¢’(£) una funcién 27-periédica.

En lo que sigue, denotemos ¢ = (¢1, ¢2). En base a la discusién anterior, el problema se reduce a buscar
funciones w : HT — C, 27r-periédicas y holomorfas, w = 4 — ¥, tales que:

1. w(p + i) — —1 cuando ¥ — oo.
2. w~ -1
3. |w|? + gAgo = cen {¢ = 0}.
Derivando la igualdad %|w|2 + gA¢2 = c con respecto de ¢ en ¥ = 0, obtenemos

1 8|w|2 0(252

58(,0 +g 6%0:0. (8)
Por otra parte, se tiene
Opr  Opp . 1 1 a+iv _a+iv
Oy + Oy =90 = w() a—iw a2+ |w?’
de donde deducimos ~
9y _ D
o Jwl?

Sustituyendo esta cantidad en y multiplicando la igualdad por |w|?, nos queda

1 6‘|w|
2 ~
A0 = 0.
wl”5 o, 9
Integramos la expresion obtenida en (:

1 -
1 jw|* + gATL(D) =

para una cierta primitva II(7) de @ respecto de ¢. A continuacién, escribimos todo respecto de |y=o haciendo
un desarrollo mediantes series de Fourier:

U|yp=0 = ao + Z a, cos(kp) + by sin(ky).
k

Por la armonicidad de u,

=ap + Z e [ay cos(kp) + by sin(ky)] .

Como 4 — iv es holomorfa, usando las ecuaciones de Cauchy-Riemann podemos obtener la expresién de v:

0(p, 1) = co + Z e~ bk cos(kp) — ay sin(kp)] .

Como w — —1 cuando ¥ — 400, deducimos que ag = —1, ¢y = 0.

10



A continuacion, definimos el espacio

X; = {uo € H(R), 2 periédicas, [uo] =0}, (9)

1 27 ) .
donde [f] := o f(t)dt y H’(R) denota el espacio de Sobolev W72, j > 1. Tomemos una cierta ug € X,
0

que podemos expresar en series de Fourier como

ug = Zak cos(kp) + by sin(ky), Z (a2 +12) k¥ < o0,
k k

como j > 1, ug es continua y estd acotada.

Podemos escribir las funciones |y=0, 9|p=0 en funcién de una cierta ug € X j como

Ulyp=0 = —1+ug, D|y=0 = Z b, cos(ky) — ay sin(ky) = Kuo],
k

donde K : X; — X, es una isometria. Ademds, como al integrar ganamos un grado de regularidad, tenemos

II: X] — Xj+1.

Z — cos(ky) + % sin(kyp).
Definimos también ) 1
2
G(uo) = 1\w|4 =1 (=1 + ug)® + Kug]*]”,
asi como el operador
F:RxX; = X;, F(\u) = Gup) — [G(uo)] + g\NI(K (ug)), F(\,0)=0

Notemos que F estd bien definido, pues G(ug) pertenece a H? y TI(K (ug)) a H/*1 C HJ. Vamos a calcular
la derivada del funcional para buscar puntos de degeneracién, con el fin de aplicar Crandall-Rabinowitz
posteriormente. Sea @ € X;. Como [d] = 0, se puede demostrar que

DF(,0)(0,8) = —ii + gAIK (@) = (~Id + gAll 0 K) @

Este operador puede ser visto como la diferencia de un operador compacto, esto es, Il o K, con la iden-
tidad. Por tanto, es un operador de Fredholm con indice 0. Estudiemos su nicleo. Supongamos que
U € ker (DF()\VO)). Usando que

= Z ay, cos(kp) + by sin(ky), (10)
k
obtenemos b
zk: ak cos(kep) + by sin(ke)) + gA zk: % cos(ky) + f sin(ky).
Entonces,
—an + g)\a—n =0,
n
n

Si A no puede expresarse como % para ningin n € N, entonces necesariamente & = 0. En caso contrario,

el nicleo es no trivial, y estd generado por los elementos {Cos(mp), sin(mp)}. Observamos que el ntcleo es

2-dimensional. No obstante, esto se debe a que si 4(p) pertenece al nicleo, entonces cualquier traslacién
u(p +¢), c € R, también pertenece trivialmente al niicleo de DF{y o). Por esta razén, hay que reescribir el
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problema una vez mas de manera que el nicleo pase a ser 1-dimensional. Redefinimos el espacio para que
no podamos realizar traslaciones:
X; ={u€ X,,upar}.

Considerando F : R x X = X j» F(X,0) definida como antes y repitiendo el razonamiento anterior, se llega
a
ker(DF(, ,0)) = (cos(np)) .

Al ser el operador de indice 0 y la codimensién del rango igual 1, tenemos que los valores (2, 0) son candidatos
a punto de bifurcacién. Debemos comprobar si se verifica la condicién de transversalidad. Para esto, fijamos
n
An = —, U, = cos(n-).
g
Luego tenemos

d
ol (PFao0un)) = gTI(K (un)) = g—=.
A=A,

Por tanto, hay que comprobar que u,, ¢ R(DF| /\,0)) para aplicar Crandall-Rabinowitz. Tomamos @ € X j
cualquiera de la forma y estudiamos

. . a br .
DFy, 0)(0,1) = — Z (ak cos(kp) + by sm(kgo)) + gA\n Z f cos(ky) + ?k sin(kep).
k k

Como 4 debe ser una funcién par, los términos tipo seno deben ser nulos, con lo cual

N Ana
DFy, 0)(0,4) = Z <—ak + g 2 k) cos(ke)
k

En esta serie, el término k = n se anula, por lo que u,, = cos(nyp) ¢ R(DF()\MO)). En consecuencia, deducimos
que para los valores (\,,0) existe una rama de bifurcacién ¢t — (A(t),u(t)), t > 0, a lo largo de la cual el
operador F' se anula. Esta rama induce una familia de soluciones (—1 + u(t), v(t)) bifurcando de (—1,0),
lu(t)|x,,llv(t)]|x, <e. Por tanto, w ~ —1 uniformemente en H*. O

4 Aplicaciones a problemas sobredeterminados

4.1 Introduccion

El teorema de Crandall-Rabinowitz también resulta de utilidad para tratar problemas sobredeterminados.
Mas especificamente, consideramos problemas del tipo

Au+ f(u) =0en Q2
u = 0 sobre 02

a—:; = ¢ sobre 01,

donde f € C! y las incégnitas de este problema son u y .
Algunas aplicaciones del problema son las siguientes:
1. En dimensién 2, tenemos que Q = (Vu)* es solucién de 2D-Euler.

2. Si f(u) = A\u, con Ap el primer autovalor del problema de Dirichlet, entonces el problema se
reduce al estudio de la criticalidad del primer autovalor frente a variaciones del dominio, es decir, de
la aplicacién

Q— A\ (Q).
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3. f(u) lineal en SV~ tiene relacién con superficies minimas de frontera libre.
Bajo el marco establecido, comenzamos recordando algunos resultados clédsicos:
Proposicién 4.1. (Serrin, 1971) Si Q es acotado y u > 0, entonces Q0 es una bola.

La idea de la prueba de esta proposicién se basa en los resultados de moving planes presentados por Alek-
sandrov en 1956; ver [2, Chapter VII, Part II]

Proposicion 4.2. Ezisten soluciones triviales para la incégnita Q0 en el problema en los casos
e Q=B xR,
o ()= D°,
e O = B°xRF,
e O un semiespacio.

Para mas informacién, consultar los resultados de rigidez establecidos por Berestycki-Caffarelli-Nirenberg.

Asimismo, en la literatura se pueden encontrar resultados de existencia de soluciones no triviales a ((11)).
Entre ellos, destacamos:

e Sicbaldi (2010) [4]: podemos bifurcar y encontrar soluciones mediante deformaciones del borde de las
soluciones triviales (cilindros) anteriores.

e Fall, Minlend, Weth (2017) [I]: buscan soluciones para el caso f = 1.
e Ruiz, Sicbaldi, Wu (2022) [3]: tratan el problema anterior para f genérica.

Para tener una nocién de cémo trabajar con problemas sobredeterminados del tipo (11]), procederemos a dar
un razonamiento heuristico.

4.2 Heuristica

Supongamos que tenemos una familia 1-paramétrica de soluciones t — (us, ), t > 0, de de la siguiente
forma:

Aug(z) + f(ue(z)) =0 en Q,
ut(x) =0 sobre 08,

(12)
Due(z) = —¢; sobre 0€,
an
Del sistema, obtenemos
Vue(z) -n(x) = —cy,
luego el gradiente de u; es perpendicular a la frontera de ;. Definiendo €2 := g, podemos expresar la

frontera de los dominios €2; para t suficientemente pequenos como
O = {x + the(x)n(z) : € 00},

para todo z € 98y, donde h;(x) es una funcién dependiente del pardmetro ¢; ver Figura [3] Por simplicidad,
denotaremos por h(z) a ho(x).
La idea es derivar formalmente respecto de ¢ para ¢t = 0. Comenzamos derivando en puntos del interior del

d
dominio. De la primera ecuacién de (12)), tenemos que ¥ := u, verifica

dtli=o
VU + f’(uo(x))\ll = Oa

que junto con la segunda ecuacién de ([12]), nos conduce a

0= 2|l + thi(@in(@) = W) + Vuo(w) - (h(w)n() = ¥ — con(a)  (h(a)n(a)) = ¥(a) ~ coh(),
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Figure 3: Deformacién del dominio €.

de donde concluimos que
U(z) = coh(x).

Gracias a la tercera ecuacién de ([12]),
i = |Vug(a + the(x)n())]*.

Derivando en t = 0,
2coch = 2Vug(z) - [VU(z) + D*u(z) - h(z)n(z)]
Usando Vu(x) = —¢m(z), nos queda

v 2 v 2
cach = o) - [T(a) + DPule) - e )i(o)] =~ (&) — o) 52 () =~ G ()~ 0(0) 2 o)
Por tanto, llamando ¢ := —c¢ycf), nos queda el problema
AV + f'(up)T =0en Q,
8‘1’ 32U0
coa—n(x) + 87172\1’ = ¢ sobre 9f).

Observamos que hemos obtenido una condiciéon de contorno de tipo Robin. Notamos que esta condicién esta
relacionada con el operador curvatura media, dado por

—div 7Vu(:c)
Hiz) = \Vu(z)|)  D?*u(x)(Vu,Vu) — Au|Vul?
T N -1 B |Vul3(N —1) '
Usando de nuevo que Vu = —cg7, se tiene
0u 0%u
0367772 + £(0)c o + £(0)
H(x) = =
S e A
de donde deducimos
0%u
o2 = co(N —1)H(z) — f(0).

A continuacidén, estudiaremos el problema de la perturbacién de un cilindro de manera T-peridédica para el
caso particular f = 1.
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4.3 Perturbacién de un cilindro (f = 1)

Sea B = B(0,1) € R¥ la bola unidad del espacio euclideo. Consideramos el problema sobredeterminado
Apg+1=0en B
¢o = 0 sobre 0B,

(13)
0
9% = ¢ sobre 0B.
an
2
La tnica solucién a este problema es la radial, que viene dada por ¢g := 1;%' , de forma que necesariamente

c= f%. Vamos a considerar perturbaciones del cilindro €2y := B X R, x € B, T' € R. Buscamos soluciones
T-peridédicas en dominios T-periédicos. Para ello, dilatamos en la variable T, de modo que el periodo sea
27. Reformulamos el problema como

Ax¢+1=0en Q,
¢ = 0 sobre 02, (14)
|[V¢| = ¢ sobre 99,
con A >0, T =27/V\, ¢ y Q 2r-periédicos en t y
Axg = Dap+ A, Vad = (Vat, VADY). (15)
Dado « € (0,1), definimos
X; = {v € C9*(R), 27 periédicas, pares con [v] = 0} ,

donde recordamos que [v] denota la media dada por

1 27

[]

Sea U C X el abierto definido por U = {v € X; : v > —1} e introduzcamos los conjuntos

v(t) dt.

:% )

Cipp ={(z,t)) ER" xR : 0< |z| <14+0v(t)}, Voel.

Es inmediato comprobar que para todo v € U existe una solucién ¢y, 27 peridédica respecto de t, par y
radial en z del problema
A)\(bA,v +1=0en Cl+v

@0 = 0 sobre C' 4. (16)

Definimos asimismo el difeomorfismo T, : C; — C14, sobre el cilindro C
Ty(z,t) = (14 v(t))z, t)

y denotamos por Ly, := Ty Ay. Para que el operador L ,\71}5 esté bien definido, necesitamos una regularidad
que admita derivadas de orden 2 respecto de v y de ¢. Podemos reformular como

L}\,v$+ 1=0en C4

¢ = 0 sobre C1, (17)

cuya solucién denotamos por $A,v' Consideremos ahora la funciéon N : R x U X Cg’o‘ (C1) — C%¥(Cy) dada
por
N(A7U7 ¢) = L)\,UQS + 1.

Se verifica
N(\0,¢0) =0, DN(/\)O%)(O, 0,¢) = Ax(C.

Aplicando el teorema de la funcién implicita, tenemos existencia de soluciones y regularidad para el problema
(17) para valores pequenos de v. Asimismo, ¢y, depende C* de los pardmetros \,v.
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Observacion 4.3. Observemos que en el caso f # 1, la derivada del operador N asociado satisface
DN(,06)(0,0,0) = Ax{ + f'(u). Si esta derivada define un difeomorfismo, entonces también tendriamos
existencia local de soluciones para el problema correspondiente.

Para finalizar esta sesién, definimos el operador G : (0,4+00) x U — X1 como

G\, ) = = [Vadau (L +v(), )] + [[Vadrn (L + (), )]

Tenemos que el problema sobredeterminado (14) admite ¢y , como solucién si y solo si G(A,v) = 0. Notemos
ademds que G(A,0) = 0 para todo A positivo. A continuacién, vamos a calcular la derivada de G(A,v).

Proposicién 4.4. G(\,v) es de clase C?, y

DGr0)(0,0) = =651y + 610 = 1 Bythas — ), (18)

donde ¢q es la funcion definida en , Y es la solucion del problema

A v =
AUre =0 en C; (19)
Yap =0 en 0CY,
y A=A + )\% es el operador definido en ,
La expresion motiva la definicién del operador
Hy(v) == VA — V- (20)

Observacién 4.5. Notemos que el operador Hy estd bien definido, es decir, Hy(v) € X;: en efecto, apli-
cando el teorema de la divergencia sobre B, la 2m-periodicidad de ¥y ,(t, ) ent y ,

2w
On (Vaw)ds = Ay (Yap) dedt = —)\/ dx/ dt(xp)ee = 0.
o0Cy Ch B 0

H), como operador Dirichlet-to-Neumann, es Fredholm de indice 0. Denotemos por o(\) al primer autovalor
de H). Para estudiar dicho autovalor, consideraremos la forma cuadratica @, : H — R dada por

Q)= [ (V0P + ) dod. (21)
donde
H = {w € H'(Cy) : 2m-periédica, radial en 2 y par en t} . (22)
Asimismo, estudiaremos el valor
() :inf{Q,\(l/)) 21 € H, P2ds = 1,/ wds:O}. (23)
801 8CVl

La condicién 2ds = 1 puede ser entendida como una normalizacién, mientras que la restriccién dada
a0, p , q
por |, Py 1ds = 0 nos permite omitir la soluciéon trivial ¢ = const.

Observacién 4.6. Es posible demostrar que u(\) coincide el primer autovalor del operador Dirichlet-to-
Neumann v 5 Oytbx; ver ([L9). Por tanto, o(X) = p(X) — 1.

Proposicién 4.7. El valor u(X) dado por es un minimo, cuyo minimizante es solucion del problema

{A)ﬂ/)A =0 en Cl (24)

Onthx = w(A\)Yn  en 0Ch.
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Proof. Los detalles de la prueba se pueden encontrar en [3, Lemma 6.2] en el caso particular f(u) = 1, de
forma que nos limitaremos a dar un esquema de la demostracién.

Consideremos una sucesién {t¢,} minimizante, esto es, lim, oo @x(¥n) — u(A). Usando la condicién de
normalizacién |, a0, ¥?ds = 1 y el hecho de que la sucesién es minimizante, se puede comprobar que {1, }
estd acotada en H'(C}). En particular, existe una subsucesién débilmente convergente a una cierta funcién
¥\ € H que minimiza el operador @, esto es, Qx(¥x) = pu(A).

Por ser 1, un punto critico del operador @ y debido a las condiciones sobre la frontera 9C7 en la definicién
de (), deducimos que 9, debe ser una solucién (débil) del problema

A)ﬂﬁ)\ =0 en Cl
a?ﬂ//)\ =a+bpy en 0C,

para ciertas constantes a,b € R. Usando que p(A) = @Qx(1»), es posible comprobar que b = p(\). Para
demostrar que a = 0, notemos que

/ Opthrds = / (a+ p(M\)py)ds = 4rn2a.
801 801

Por otro lado,

2m 2m 2m
/ a,]’(/),\ds = / dt/ 8n¢>\dl = / dt/ dzAzyy = —)\/ dl‘/ dt(¢k)tt =0,
o0C, 0 OB 0 B B 0

donde hacemos uso de la periodicidad de 1. Deducimos que a = 0 y obtenemos . Por resultados de
teoria de regularidad, es posible deducir que la solucién débil iy es, de hecho, analitica. O

Lema 4.8. Sea 1) solucion de

oy 0,
con v € Xo, [v] =0; ver @ Entonces fOQW Uz, t)dt = 0 para todo x € B.
Proof. Sea p(x): B — R dada por ,

plx) == i Ua(x, t)dt. (26)

0

Debido a la condiciéon de contorno en 7 deducimos que p(z) = 0 a lo largo de dB. Por otro lado, tenemos

que
2

2m
Ayp= Ayn(z, t)dt = —)\/ (Va(z,1))pedt = 0,
0 0

debido a la periodicidad en ¢. En particular, p(z) es una funcién armoénica en B que se anula en el borde,
con lo cual p(z) = 0. O

A continuacién, consideraremos nuevamente la funcién minimizante ¢, definida en la Proposicién Note-
mos que, usando la desigualdad de Poincaré-Wirtinger en ¢, se tiene que

27 2
p ) = [ do [ e (Vo M) = [ de [ e (90 +003) (27)
B 0 B 0
Esto motiva la definicién del operador @, : H — R, donde
H:={pc HY(B): pradial}, (28)
Q= [ da(Vapl? + 30°). (29)

Argumentando como en la Proposicién [4.7] es posible deducir lo siguiente:
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Proposicion 4.9. El valor
A(A) = mf{Qx(p) tp€ F/a prdl = 1}
B

es un minimo, y la funcion minimizante py satisface

Axp=20 B
AP B en (30)
Opp =T(\)p en OB.
Como corolario de la proposicién anterior, se deduce que para toda p € H,
@ﬂmzﬁu)ABfﬂ. (31)

Observacién 4.10. Combinando y (B1) obtenemos que
27 27
w2 [ [ e (ensP ) = [amoy [ da=m0 [ adds =mon.
0 B 0 oB aCy

En realidad, esta cadena de desigualdades es una igualdad que nos permite identificar la forma de ¥y (x,t):
en efecto, en la desigualdad de Poincaré-Wirtinger , tendremos igualdad para funciones proporcionales
a cos(t). Por otro lado, en tenemos la igualdad para p = px. En particular, esto nos permite concluir
que

Ua(x, 1) = pa(x) cos(t), (32)

y por tanto p(X) = E(X). De acuerdo con la Observacion [{.6, podemos deducir que o(\) = f(\) — 1. Por
tanto,
(cost) = ker(Hy — o(\)Id),

donde H) es el operador de tipo Dirichlet-to-Neumann definido en .

Lema 4.11. Se satisface la siguiente igualdad:

Im(Hy —o(MN)Id) = {w € Xy /027T w(t) cos(t)dt = 0} .

Proof. Al ser Hy—o(A)Id un operador de tipo Fredholm de indice cero con nicleo de dimensién 1, deducimos
que la imagen de Hy — o(\)Id también tiene codimensién 1. Por otro lado, es posible demostrar que para
todo w € Im(Hy — o(A\)Id) se tiene que

/27r w(t) cos(t)dt = 0,

obteniendo la igualdad deseada. O

Nuestro objetivo a partir de ahora consistird en encontrar un cierto valor \* para el cual oy« = 0, de forma
que Hy- sea un operador degenerado. Si ademé&s logramos demostrar que o’(\*) # 0, entonces estaremos
en las condiciones del teorema de Crandall-Rabinowitz, que nos permitird demostrar la existencia de una
bifurcacién; ver Observacién [2.10] Gracias a la Observacién esta condicién es equivalente a

AAY) =1, @(X7) #0.
Lema 4.12. Se satisfacen las siguientes propiedades:
1. @w(X\) es creciente,
2. limy o+ @(A) = 0.
3. limy 00 1(N) = o0.
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Proof. La propiedad (1) se sigue inmediatamente de la definicién de @Q,; ver . Respecto a la propiedad
(2), basta considerar como funcién test la funcién constante en la definicién de fi(\).
Vamos a estudiar la propiedad (3). Supongamos por reduccién al absurdo que para todo A > 0 se cumple
que

) = Qalp) < ¢

para algin ¢ > 0. En particular, el conjunto {px}x>o estd acotado en H', y

lim prdz = 0.
A—0o0 B

Esto implica que existe una sucesién {py, }, A, — oo, débilmente convergente a pg = 0 en H'. En particular,
pa, converge a 0 en L2(dB). No obstante, esto es imposible pues

/ pin dl =1
OB

por construccion. O

Como corolario del lema anterior, deducimos que debe existir A* tal que m(A*) = 1. Por tanto, basta
demostrar que 7' (A*) > 0. Veremos este hecho a continuacién:

Lema 4.13. La derivada ' (X\*) es estrictamente positiva.
Proof. Sea p* := py~ la funcién minimizante asociada a 7i(A\*). Para todo A > 0, es claro que

RO < Q) = [ (V0P NG do =1+ (=) [ (7)o

En particular, tomando A < \*, deducimos que

_ . E(\) =B 1= (1 (A=) [5(07)?)
/)\* — 1 /1’( > 1 B :/ *\ 2
AN = o —Sy 2 e A 01> 0,

como queriamos probar. O

Usando el Teorema de Crandall-Rabinowitz (ver Teorema [2.7]), deducimos la existencia de una bifurcacién
para el problema ; ver también Observacién

A Apéndice: Teorema de Krasnoselskii

Finalizaremos este curso mencionando otro resultado relevante dentro de la teoria de la bifurcacion, el
llamado Teorema de Krasnoselskii. Para ello, necesitamos introducir algunos conceptos previos.

Definicién A.1. Diremos que un operador F : Q C X — Y es compacto si F () es compacto en' Y para
todo Qy C Q acotado.

Lema A.2. Si I es de clase C' y compacto, entonces DF, es compacto para todo p € X.

En lo que sigue, supongamos que X =Y y consideremos un operador de la forma cld — K, con K : X — X
lineal, continuo y compacto, y o € R\ {0}. En estas condiciones, recordamos que old — K : X — X es un
operador Fredholm de indice 0. De esta forma, Ker(oId — K) es finito-dimensional.

Definicién A.3. Llamaremos multiplicidad geométrica de o a la dimension de Ker(old — K).
En este contexto, también podemos dar una nocién de multiplicidad algebraica:

Definicién A.4. Llamaremos multiplicidad algebraica de o a la cantidad

max Ker ((oId — K)"),

neN

donde la potencia hace referencia a la composicién de (oId — K) n veces.
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Observacion A.5. Es posible comprobar que la multiplicidad algebraica estd bien definida, i.e., es un nimero
natural. Un esbozo de la demostracion se basa en los siguientes pasos:

1. Sea A un operador lineal. Entonces Ker(A™) C Ker(A™H1).
2. Si para algin n tenemos que Ker(A™) = Ker(A"*!), entonces Ker(A™) = Ker(A™) para todo m > n.

3. Debe existir un cierto n tal que Ker(A™) = Ker(A™1). En caso contrario, podemos construir una
sucesion {yn} formada por vectores unitarios tal que:

(a) yn € Ker(old — K)" \ Ker(old — K)" 1,
(b) llyn — vl > § para todo v € Ker(old — K)" 1.

Como {yn} es un conjunto acotado, entonces la sucesion {K(y,)} debe poseer una subsucesion con-
vergente. Sin embargo, esto es imposible, pues se puede demostrar que {K(yn)} no posee ninguna
(sub)sucesion de Cauchy.

Observacion A.6. En general, la multiplicidad geométrica es menor o igual que la algebraica. No obstante,
St
Ker(old — K) N Im(cld — K) = {0},

ambas multiplicidades coinciden.

Observacion A.7. Notamos que el numero de autovalores negativos del operador H = Id — K es finito:
en efecto, los autovalores de este operador son de la forma u; :=1— A;, con A\; autovalor de K. Si hubiese
infinitos p; negativos, entonces A\; > 1 para infinitos valores de j, lo cual entra en contradiccion con la
compacidad de K.

Finalmente, para enunciar el teorema de Krasnoselskii, necesitaremos el concepto de indice, que introducimos
a continuacion.

Definicién A.8. Sea K un operador lineal, continuo y compacto, y H := Id— K. Denotemos por A1, ...\, <
0 los autovalores negativos de H, y por mq, ..., my, sus multiplicidades algebraicas. Definimos el indice de
H, ind(H), como la suma

ind(H) := i m;.
i=1

Teorema A.9. Dados a,b € R, sea F(\,z) : [a,b] x X — X una funcién de clase C'. Supongamos que F

puede expresarse como
F\z)=z—- G\ ),

con G(A, ) un operador compacto (no necesariamente lineal). Supongamos ademds que
1. F(X,0) =0 para todo X € [a, b].
2. Los operadores v — DF(q0)(0,v), DF3,0)(0,v) son isomorfismos.
8. Los indices de DF(40)(0,-) y DF4,0)(0,-) son distintos.
Entonces existe eg > 0 tal que para todo € € (0,&¢) existe ue € X con ||ucl| =€ y Ae € (a,b) con F(A,us) =0.
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