PROBLEMAS DE MATEMATICAS FACULTAD DE CIENCIAS QUfMICAS
Ecuaciones diferenciales Departamento de Matematicas
Universidad de Castilla-La Mancha

1 Numeros complejos
1. Dados los siguientes numeros complejos: 3, 1 +ie, i m, =2+, -1/2, =1 — 4, -1, 1 —ie

Pasalos a forma de par de nimeros reales.

Escribelos en forma médulo-argumento.

Stmalos todos.

)
)
c) Escribelos en forma exponencial compleja.
)
) Multiplicalos todos.

)

Calcula la potencia 2 del primero, 3 del segundo y asi sucesivamente hasta 9 del
octavo.

(g) Calcula log de cada ntimero.

(h) Calcula las raices cubicas de los tres primeros y las cuartas de los cinco restantes.

2. Calcula:

™

(a) 314, (b) 72, (c) 77, (d) log (1= V3i), (e) log(=3), (f) "5, (9) ™%, (e) (~1+i)7"
3. Halla los valores de z € C'tales que:

(a) e* = =5, (b) € = —V3+1, (c) logz = gz

4. Determina la region del plano determinada por A N B siendo A el conjunto representado
por |z — 1] < 4 y B el conjunto representado por |z — 2i| < 3.

5. Determina el lugar geométrico de los nimeros complejos que verifican las siguientes rela-

ciones:
(a) |z — 3i| =5, (b)) Re(2®) =K, K€ R, (c¢) Im(2*) =k, k€ R,
(@ =il + e+l =4, (@) [2| <2 (f) z+2=14
z—1 2+l =4, (e P , z4+z=4.

2 Ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden
1. Resuelve las siguientes ecuaciones:

2
Wy =45 Bty + (262 — 1oty = 0

o) (P +1)dy=(y+1)(t+ V2 +dt d)*(y+1)*(y' — 1) =y’ - 2t%y +1

2. Resuelve las siguientes ecuaciones:



10.

—2tylog|y|
(a) ¢ = —

(b) J = seny + ysent .
cost —tcosy

;o —3t% — 2ysen2t
(c) v = 2sen?t + 32

. Encuentra el valor de b para que las siguientes ecuaciones sean exactas y con este valor

resuélvelas:

(a) (ty* +bt?y)dt + (t +y)t?dy =0, y(1) = -1
(b) (ye®™ +t)dt + (tbe*™¥)dy =0, y(—1) = 0.

. Resuelve las siguientes ecuaciones con valor inicial:

(a) tdt +ye~tdy =0, y(0) =2
(b) ¥ = s y(0) = 2.

(c) sen2tdt + cos3ydy =0, y (g) —

T
3

. Resuelve las siguientes ecuaciones diferenciales:

a) (2 + y?)dt = 2tydy b) ydt + (y —t)dy =0
c) (t + 4y)dt = 3tdy d) ydt + (V2 +y> —t)dy =0

) )
e) tdy —ydt = /t? +y2dy ) (2t + 3y)dt + (y +2)dy =0
) t+y)y =2y —1 h) (3t + 4y + 1)dy + (2t + 3y + 1)dt =0

g

. Resuelve las siguientes ecuaciones de primer orden:

1 1)
a) (y+1)dz + (zy+y* +y+1)dy =0 b)2$+ x—(x+ )dy:()

y+1 (y+1)

c) z(x +y)dy = (2° + y*)dz d) y' = (1 - y*)tanz

e) 9z + 21y + 3)dy = (Tx — by + 45)dx  f) (xz — )Zdy =(z—y+1)%dz
) h) (

g) vdz + (zy + 1)dy = 0 222 + 2y + 1)ydx + (z + 2y) (22 + 1)dy = 0

Resuelve los siguientes problemas de valor inicial:
a)y + 5ty =t, y(0) =0
)y +y=c¢, y(0)=1
¢) sinty’ + costy =1, y(g) =0

. Determina las soluciones de equilibrio de las siguientes ecuaciones:

a)r' =z(x—1) b))z’ = (22 -1)(22-3) ¢) 2’ =cosx

. Determina la estabilidad lineal de los equilibrios del ejercicio anterior.

Dibuja el diagrama de fases para las siguientes ecuaciones y un boceto de las soluciones

a)r' =22 +1 b)a'=x(x—1) c¢)2’ =senx d) 2z’ = (2> —1)(z? - 3)
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12.

13.

14.

15.

Se considera la ecuacién z' = ax — bx3(a, b > 0) que representa la evolucién de una
poblacién

(a) ;De qué manera depende la tasa de crecimiento de la poblacién?

(b) Dibuja el diagrama de fase.

(c¢) Realiza un boceto de las soluciones dependientes del tiempo.

Se considera la ecuacién 2’ = 22 — x

. De qué manera depende la tasa de crecimiento de la poblacién?

(a
(b

)
) Dibuja el diagrama de fase.
(c) Realiza un boceto de las soluciones dependientes del tiempo.
)
)

(d) Halla la solucién exacta.

(e) Demuestra que la solucién exacta tiene el mismo comportamiento que en el boceto.
La reaccién quimica A + B — B se puede modelar por
2'(t) = k(a(0) — z(t))(b(0) — z(t)), z(0)=0.
Si la concentracion inicial de A es a(0) =3 mol/L y la de B es b(0) = 4 mol/L.

Encuentra los equilibrios y analiza su estabilidad.

(a)
(b)
()

)

(d) ;Cuéles son las concentraciones limite del producto E y del reactivo B?

Determina el diagrama de fase.

Bosqueja la dependencia temporal de las soluciones.

La reaccién A + B + C — FE se modela por la ecuacién

a'(t) = k(a(0) — 2(£))(b(0) — =(t))(c(0) — x(t)), (0) =0.

donde a(0), b(0) y ¢(0) son las concentraciones iniciales de A, B y C, respectivamente y
k > 0 es la constante de la reaccién. Si a(0) =1 mol/L, b(0) = 2 mol/L y ¢(0) = 2 mol/L.

) Encuentra los equilibrios y analiza su estabilidad.
b)
()

)

(d) ¢Cuéles son las concentraciones limite del producto E y del reactivo B?

(a
(b) Determina el diagrama de fase.

Bosqueja la dependencia temporal de las soluciones.

La reaccién quimica entre 6xido nitroso y oxigeno para formar didxido de nitrogeno esta
dada por el balance 2NO + Oy — 2NOs. A 25° C la rapidez con la que se forma el NOo
obedece a la ley de accion de masas y esta dada por la ecuacién

T

2’ = k(a(0) — z)? (b(O) - 2) ;

donde z(t) es la concentracién de NOy dependiendo del tiempo (medido en segundos), a(0)
y b(0) son las concentraciones iniciales de NO y Os, respectivamente, y k la constante de
la reaccién. Si k = 7.13 x 10% L2/ mol?- s, a(0) = 0.0010 mol/L y b(0) = 0.0041 mol/L.
Si al cabo de 10 segundos hay una concentraciéon de NOs de x(10) = 0.0005 mol/L, ;qué
cantidad de NOs habia al inicio de la reaccién?



16.

17.

18.

19.

Con los mismos datos del problema anterior, si para iniciar la reaccién ponemos en contacto
NO con Oy, sin nada de NO3y y a las 10:30 h de la manana encontramos 0.0005 mol/L de
NOQO2, ja qué hora pusimos la reaccién?

Calcula las isoclinas (curvas de igual pendiente) de las siguientes ecuaciones y esbozar las
graficas de las soluciones

x ~y
Ay =" by =—" gy =21 d)y =y -3y+2

La descomposicién de NoO bajo la influencia de un catalizador de platino viene dada por
la ecuacion diferencial:

dx a—x

dt ~ 1+bx

donde a es la concentracion de N2O en el instante inicial t = 0, b es una constante y x(t)
es la concentracién de producto en el instante t. Si para t = 0 es x(0) = 0, resolver la
ecuacion diferencial y determinar la expresion de la vida media de la sustancia (vida media
de una sustancia es el tiempo T que tarda en reducirse a la mitad).

a) Integra la siguiente ecuacién correspondiente a la velocidad de una reaccién de tercer
orden completa:

dx
i k(a —x)(b—x)(c—z)

con condicién inicial z(0) = 0, supuesto que a > b > ¢ > 0. Calcular la vida media T de
esa reaccién. ;Qué ocurre con la solucién si a =b o b= c? ;Y si a=b=c?

b) Integra la ecuacién diferencial de la velocidad de reaccién de la siguiente reaccién
incompleta:

dz
p =32-2)(1—-2)— (1+2x)(2+x)
con dato inicial z(0) = 0. ;Para qué valor de la variable x cesa ésta su variacién?

c¢) Resuelve la ecuacién de la velocidad de reaccién de una reaccién de primer orden auto-
catalitica:
dx
— =k(a—z)(b+=x
= k(o= 2)(b+2)
con dato inicial z(0) = 0.

d) La velocidad de reaccién de una reaccién de primer orden con reaccién inversa viene
dada por:

a =ki(a—z) — kox

Resuélvela si el dato inicial es z(0) = xo. Particulariza para el caso en que ky = ko =
100s~1, a = 1mol/l y 29 = 0. ;Cuénto vale la solucién cuando t = 0.0005s, 0.01s y 1s?



20. Calcula la concentracién en funcion del tiempo de una sustancia B que se forma a partir
de una sustancia A con constante de velocidad k; y que se transforma en la sustancia C'
con constante de velocidad ko:

AR BR o

con condiciones iniciales C4(0) = 5 y Cp(0) = 0. Plantear la ecuacién diferencial que da
la variacién de la concentracion de A con el tiempo y utilizar la solucién para plantear la
ecuacién diferencial que da la variaciéon de B con el tiempo. Discutir el comportamiento
del sistema en funcién de las constantes de velocidad.

21. Dado un circuito eléctrico simple, la ecuacién que lo gobierna es:

1
LZ +RI=FE

donde en este caso E = voltaje = constante; R = resistencia = constante > 0; L =
inductancia = constante > 0; I = intensidad de corriente = I(t); ¢t = tiempo.

Resuelve la ecuacién en I con un valor dado Iy para t = 0. Dibuja la gréfica de la solucién
1(t). ;Qué sucede cuando t — oo?

22. Si la poblacion de un pais se duplica en 50 anos, jen cuantos anos serd el triple suponiendo
que la velocidad de aumento es proporcional al nimero de habitantes?

23. En cierto cultivo de bacterias la velocidad de aumento es proporcional al nimero presente.
a) Si se ha hallado que el nimero se duplica en 4 horas, ;qué nimero cabe esperar al cabo
de 12 horas? b) Si hay 10* al cabo de una hora y 2-10* al cabo de 5 horas, ;cudntos habia
al principio?

3 Ecuaciones diferenciales ordinarias de orden superior

1. Integra las siguientes ecuaciones diferenciales:

a) y” +y -2y = t+2te b)y" 4+ 3y +2y=0, y(0) =1, y/(0) = -1
c) y" — 2y + 5y = e’ cos(2t) d) y" — 2y' + 10y = sen(3t) + e

e) y”’+y — 2y = —e3t Ny +y" +y + 9 = cost + 2sen(3t)
Ny —ky=0 h) y" +y = e cos(3t)

i) y" — 2y +y = elsent + e* cost j) y" +y = te! + 2sent

2. Encuentra la solucién general de las siguientes ecuaciones:

a) y"(t) — 4y’ (t) + 4y(t) = *43 b) y"(t) — /' (t) = e’ cost
) y"(t) + 4y (t) = sent

3. Resuelve los siguientes problemas de valor inicial:

_ ot y"(t) +5y'(t) + 4y(t) = 0,



4. Un cuerpo que pesa 0.1kg. estira un resorte de 6¢m. Dicho cuerpo se suelta en ¢t = 0 desde
un punto que estd a 8cm bajo la posicién de equilibrio, con una velocidad dirigida hacia
arriba de 0.1m/s. Determina la funcién z(¢) que describe el movimiento libre resultante.

5. En el problema anterior, jcudl seria el movimiento resultante si se sabe que el medio ofrece
una resistencia igual a la velocidad instantanea de la pesa?.

6. La siguiente ecuacién diferencial corresponde a la posicién de un objeto, x(t), enganchado
al final de un muelle sujeto a un techo: z” + 25z = 10. (2 puntos)

(a) Resuelve dicha ecuacién diferencial.
(b) Si la posicién inicial del objeto es 2(0) = 0.2 m, su velocidad inicial es 2’(0) = 0 m/s
y medimos el tiempo es segundos, ;cudl es su posicién al cabo de 10 minutos?

(¢) Con las condiciones iniciales del apartado anterior, si el muelle empez6 a moverse a
las 11:00 h. de la manana y comprobamos su posicién un poco mas tarde, siendo ésta
0.9 m, ja qué hora hicimos esta comprobacién?
s b

4 Sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias

1. Calcula la solucién general de los siguientes sistemas:

' =z + 3y, ' =4dx+vy, ' = 2x + 3y, ¥ =4z +y,
a) / b) / c) ' d) '
y =5z + 3y, Yy = —9z — 2y, Y =3z + 2y, y =6z + 5y,

2. Resuelve los siguientes problemas de valor inicial:

/ xT

IE:§, x/=21‘+4y,
(1) y’:x—%’ b) y/:_flj—f—ﬁy’

z(0) = 3, y(0) = 5. z(0) = -1, y(0) = 6.

¥ =y+z P =z—y—2z,

'=x+4+y+ 2z, =y 4z,
C) Z/_{L'—i-g d) g/_y_

- : o
2(0) =1, y(0) = 1, (0) = 0. #(0) = 4, y(0) =6, 2(0) =T.

3. Determina la solucién de los sistemas siguientes:

2 (t) = x1(t) + 2a(t), t >0, 2! (t) = 3z(t) +y(t) + €%, t>0,
a){ xh(t) = 6x1(t) +2x2(t) +t, t>0, b)< y(t)=—x(t) +y(t) +e*, t>0,
z1(0) = 22(0) = 0. z(0) =y(0) =1

22" +y —y=t,
C) a:,/ + y/ — t27

4. Resuelve el siguiente sistema que describe el comportamiento de la corriente de un circuito
eléctrico:
L1 I5(t) + (R1 + R2)Ia(t) + RiI5(t) = E(t),
szé(t) + lez(t) + Rllg(t) = E(t),
Ii(t) = Io(t) — Is(t) = 0,
1,(0) = I5(0) = I3(0) = 0,

siendo Ry = 6 ohmios, Re = 5 ohmios, L1 = Lo = 1 henrio y E(t) = 50sent voltios.
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. Consideremos dos masas m1 y ma sujetas a dos resortes acoplados (es decir, conectados

entre si) A y B de masas insignificantes y constantes kj y ko respectivamente. Denotemos
por z1(t) y x2(t) los desplazamientos verticales de las masas con respecto a sus posiciones de
equilibrio. Si no se aplican fuerzas externas al sistema y no hay fuerzas de amortiguacion,
la segunda Ley de Newton permite deducir que el movimiento del sistema acoplado viene
descrito por el siguiente sistema de ecuaciones lineales de segundo orden

mlx/l’ = —kix1 + kg(xg — 371),
moxty = —ka(z2 — 1),

Resolver el sistema anterior cuando k; = 6, ks = 4 y m; = mo = 1 sabiendo que las masas
parten de sus posiciones de equilibrio con velocidades unitarias, pero en sentidos opuestos.

. El sistema:

C(t) = —(ki2 + k21)Cp(t) + k11Ca(t) + k22Cc (1),

expresa la evolucion, a partir de un instante inicial, de las concentraciones de tres reactivos
A, By C en un proceso quimico gobernado por una pareja de reacciones reversibles
A = B = C siendo ki1 y k12 las velocidades de las reacciones directas e inversas de la
primera y ko1 y koo las correspondientes de la segunda. Sabiendo que en cualquier instante
se verifica que Cy(t) + Cp(t) + Ce(t) = 1, calcular las concentraciones C4(t) y Cp(t) en
el caso en que k11 = k1o = ko1 = kag =1, C4(0) =1/4 y Cp(0) = 3/10.

{ C'(t) = —k11CA(t) + k12Cp(1),

Reduce las siguientes ecuaciones y sistemas de ecuaciones de orden superior a sistemas de
ecuaciones de primer orden y resuelve los sistemas planteados:

a) 2y — 6y” + 4y’ + y = sent. b) 4y +y = €.
2’ —x' +5x+ 2y = et " — 2y" = sent

C) _ /! __ 942 ) " " o__
20 +y" + 2y =3t " +y" = cost

. En los siguientes ejercicios determina el comportamiento de las soluciones cerca del equi-

librio = 0, y = 0 y bosqueja la representacién de fase

=x, y =x+2y.

(a
(b
(c
(d

=—x—2y, ¢y =2r—1y.
=2x+ 3y, y =3z + 2y.
=r-y, Y =v+y.

/
/
/
/

)
)
)
)

8 8 &8 8

. En los siguientes sistemas de ecuaciones determina los puntos de equilibrio y el compor-

tamiento de las soluciones cerca de ellos
(a) 2’ =2+ 2y, v =y — 2xy.

b) 2/ =1-22, ¢ =y + 1.

(c)
(d) o' =-2c+y, v =—x—2y+y°

=1-y% oy =1-22

Dado el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales: (3 puntos)

/

¥ = —bx—3y+et,
y = 6r+4dy+et.



11.

12.

(a) Resuelve dicho sistema.

(b) Si representa la competicién entre especies de conejos (x(t)) y linces (y(t)), en un
principio habia 100 conejos y 20 linces y medimos el tiempo en anos, jcuantos linces
y conejos habra al cabo de un mes?

(c¢) Considera el sistema homogéneo asociado, calcula sus puntos fijos, determina su es-
tabilidad e indica el plano de fases.

La evolucién de una poblacién con dos especies, una depredadora y la otra presa, obedece
el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

= 3:/v—xy—2m2,

/

y = —y+ay—y

donde z(t) e y(t) representan el nimero de individuos dividido por 6.000 de la especie
depredadora y de la especie presa, respectivamente, dependiendo del tiempo.

(a) Halla los equilibrios de este sistema.

(b) Estudia su estabilidad.

(c) Realiza un boceto del comportamiento de las soluciones cerca de los equilibrios (plano
de fase).

(d) Si en un principio habia 1.000 zorros y 2.000 conejos y medimos el tiempo en afnos,
,,qué poblacién aproximada hay al cabo de 3 anos?

La evolucién de una reaccién quimica de la forma A + B — C + D estd regida por la
ecuacién diferencial

/

r = z—zy+y+3,

/

Yy = 20+4+axy—xz+1,

donde z(t) e y(t) son las concentraciones de las sustancias C' y D, respectivamente, de-
pendiendo del tiempo.

(a) Halla los equilibrios de este sistema.

(b) Estudia su estabilidad.

(¢) Realiza un boceto del comportamiento de las soluciones cerca de los equilibrios (plano
de fase).

(d) Sien un principio no habia nada de C, ni D, y medimos el tiempo en segundos, ;qué
cantidad aproximada habra al cabo de 2h?



