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Sucesiones y series numéricas

Sucesiones y series numéricas

1. Estudia la monotonia de las siguientes sucesiones:

3 — 1 (—3)" —1

(a) ap =3n, (b) by, = CTaEE (c) en = e

2. Utilizando el criterio de la sucesién intermedia o regla del Sandwich, calcula:

2 2 2
a) lim + —I—...—l—).
(@) "—’°°<\/n2+1 Vn2 +2 VnZ+n
1 1 1
b) lim (= .
( ) nl—{go <n2 + (n+1)2 + 2(n)2>
. 1 1
(c) Jim Senn2+1+28enn2+2+...+nsenn2+n .
n n n
d) i ey
( HL%<n2+1+ 212" +n2+n)
3. Calcula:
. 1+243+..+n
lim .
n—00 n?

4. Halla el limite de la siguiente sucesion:

(a) V3, \/ﬁ \/3@,...

5. Calcula:

3n+1 7 2
@ J (520, 0 iy o0 i {5 ) - )

6. Calcula:

3vn
(a) Jim (n ~log(n)), (b) Jim (ﬁ?ii’)

7. Calcula:
lim (a4 2a* + 3a® 4 ... + na™), 0 < a < 1.
n—oo
8. Calcula:
1 log n! atl
(a) lim ogn, (b) lim ﬂ, (¢) lim " , € IN.
n—oo n—oo log(n™) n—oo 1& 4 20 4 4 no



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

. Calcula:

n—00 22n

Indicacién: Férmula de Stirling.

Calcula:
AP I SIS S S
A Y, Y Y IV TS BN T
Calcula:
lim vn+a—+n+b c4d
n—oo \/n+c—+n+d
Calcula:
Vn! [ 1 1 1 1
1 lim —— lim {(/1+=-+..+—, (d) li —t—+ .+ —.
(a)nl_{go\ﬁ (b) Jim =5, (e) Jim {145+ 4 ()n1—>ngo<4.5+5.6+ +n(n+1)>
De la serie Z a, se conoce que la sucesién de sumas parciales (S,,) viene dada por
n=1
2
S, =2"F2 e,
n+4
Halla:

(a) El término general a,, de la serie.

(b) El carécter de la serie.

oo
Estudia la convergencia de la serie Z n’e

n=1

_n3

Estudia la convergencia y halla la suma, si es posible, de las siguientes series:

> 1 > 2n—1
a , (b .
);(3n+2)(3n+5) ()T;Qn—l—l

Halla el caracter de las siguientes series:

(@) (VT - V), §n+3 © Y Ly
© 2

n=1

- (n— 1!

) 2 @ v2) @ )

Estudia, segin los valores de o > 0, el caracter de la serie:

Z Sen

n=1




18. Estudia el cardcter de la serie:
i": (1 7..(3n —2) ) 2
— -9...3n ’
19. Estudia la convergencia absoluta de las series:
[e.e] oo
(—1 )" sen\f
(a) Z lnn ’ z_: z_: n32
n=2 = n=1
20. Calcula la suma de las siguientes series:
> n—1 2" 4 5
In(l-— .
Zn< > Znn—i—l (n+2) (C)Z 6"
n=1 n=1
o (_1)n+1
21. Demuestra que la serie Z es convergente. Calcula su suma con un error

* (3n+1)(2n + 3)
menor de 1072.

22.

Determina el caracter de las siguientes series:

Inn =1 = se112(3n2 +v5 5 = 7
@25 (b) Ezj - (c) Zj? @ w7 © E_jn—
o0 n oo (e @) oo 7 (e @)
DY () @ X wni-0" WY g O a0 g
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1
oo o0 oo n ' o0 n oo
0 3" U SE =D e MY @Y
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1
— 1 - " — 7l — (In(n)’ — [2\"
® > (@) Z (Emi 3) (r) Z T 9) Z ra Z_:” (5)
3n+n ~ 27nl 1/ 1 \Y2 - N
@ > nz+¢ﬁ ODBE- OD I (H) D (n+ 100)
n=1 n=1 n=1 n=1
 (n!)? 11 1 ~ n
® > G ) o @ Y e (ac) D g
n=1 n= n=1 n=1
1 N 5k2 4 3/x 1 2"
(ad) 2—:1 S (ae) ;m (af) z_; Wai (ag) z_:l ol
— sen?(7n> + 3 (n) . n3" + 3 L e 1 = .
(ah) Z B (ai) T o 41 (ag) §:j — (k) 22:
23. Estudia la convergencia absoluta de las siguientes series:
1 1 1 1 1 1 > 100™
— _ _ 1 n+1
@ 33731713 ®) 32 " 3m3 Tamat @ nz::l( e
o I\ " o )n—l o0 (_1)n+1
)11;171(4) ’ g n+1(n+2) (f),; U5



24. Suma las siguientes series:

NN NN - 1 2" 4 5"
(@) ;(5) ’ ®) ;(3) ’ (©) ;(2n+1)(2n+3)(2n+5)’ (@) ; o 7
= L1\ Vnt1 = b dn+4 =
©) ;)(—1) (5) - <f>;4n(n g R e Z(n— )

Sucesiones y series de funciones

1. Estudia la convergencia de la serie:

0 n+1 1—2z\"
Z 2n—|—3 (1—|—:U)

n=1

Cennx sennax

oo
s
2. Demuestra que la serie Z , prueba

n=1
m s 1
n=1

3. Halla el intervalo de convergencia de la serie y estudia la convergencia en los extremos de
dicho intervalo:
o
5.
n=1

4. Determina el radio de convergencia de las series de potencias siguientes y, si es posible,
estudia la convergencia en los extremos de sus intervalos de convergencia:

converge para todo z € R. Si f(z) = E —_—
n3
n=1

n

n

o T o
@ 2. Gy ¢ Z

(32n 2n)

5. Determina el radio de convergencia de las series de potencias siguientes y, si es posible,
estudia la convergencia en los extremos de sus intervalos de convergencia:

(a) iin io: 2:6271)
= (n+1)27 —

6. Desarrolla en serie de potencias f(z) = determinando el intervalo de convergen-

1
V1—22

cia de la serie obtenida.

7. Demuestra que cada una de las siguientes funciones tiene como representacién la serie de
potencias que se indica en los conjuntos dados:

v = 27?):5" parax € R (a > 0).
o 92n—1
(b) Sen21’ = Z(_l)n_‘_le%l para x € IR.
n=1 ’



(c) _ 02w i <1 + (_1)n> " parax € (—1,1).

3—2x — 22 = 3n

8. Integra por desarrollo en serie de Taylor las siguientes funciones.

senx Lo 1
(a) / dz, (b) /0 e "dx, (c) /0 2P Hn(l — 29dz (p >0, ¢ > 0).

X

9. Escribe el polinomio de Taylor Pyq (z) de la funcién f(z) = —In(1 — z). Aprovecha el
polinomio anterior para calcular, aproximadamente, —In(0,9).

10. Calcula el polinomio de Mac Laurin de orden 4 de las siguientes funciones.
9 2 * sent
(a) senx + cosz, (b) log(z*4+1), (c) e ™, (d) / Tdt'
0

11. Calcula los siguientes limites por sustitucion de infinitésimos equivalentes:

(a) 1i T — senx ) 1 arcsinx — arctanx (0) I 1 —cosax
a) lim —m8M8MMMM — im c) lm ————
2—0 3z(1 — cosbx)’ a—0  22In(l+xz) 2—0 (3 — z)tgbz’
. senx — arctgx _ TaPsenzsen3x . In(1+7x)
@) g ——5— @ = —mr (D Im—g—

12. Calcula usando desarrollos de Tayor los siguientes limites.

tgzx — arcsenz?

(a) lim =0.

2—0 1+ 22 — cosz — 2log (1 — z)

. 1—V1T+axtcosa?
(b) lim =-3.
2—0 x (tgr — senhx)

Indicacion: en el primero se necesitan desarrollos de orden 2. En el segundo de orden 5.

13. Sabiendo que e* = Z T calcula
= n!
> on o n2" > 1
n=0 n=0 n=0
14. Calcula
o0 " 0 3n 00 n+1 0 " 0 n2
(a) > NODY (@)Y T (D) Y=, (o) > —
n=1 (TL - 1)' n=1 (’I’L - 1)' n=2 (n + 1)' n=1 n n=1 n'
15. Calcula:
52 5 54
(a) 1—5—}-5—54‘1—



16. Usando derivacién término a término, calcula la suma de las series siguientes para cualquier

valor de x en el intervalo de convergencia:

o0 n

Z n(n+1)’

17. Usando integracién término a término halla:

e}

Z n+1

n=0

18. Calcula

@S2 o
n=0 :

n

Integrales impropias

1. Calcula las siguientes integrales

(f) /Ooocosxdx
- N

3 dx
m) [ T

o0 $2n
ngl n(2n —1)
(b) g(z) = i nTH:EQ".
n=1
) Z (n+17)1(!n—|—2)‘
n=0
o[ @[T
0 [ o [
1 1 dx
k)/o V1— 22 (l)/o x? — 3z

3 dx 3 dx
(n) /0 oz 9} ama

2. Estudia la convergencia de las siguientes integrales impropias:

(a) /OO 3xdx ()/OO T
o z2+z+5 0o xvas+3

o sin xdx

Of v @)

)/02\/:?+3\f”l/%+€/5 (9) /ol\/:ﬁ (h)/o

2
e dx

Calculo diferencial de varias variables

1. Representa los siguientes conjuntos de IR™ descritos en coordenadas cartesianas:

={(zy) e R? /|| =1, y > 1}

={(z,y) € R? /| 2* —y* > 0}

A

B ={(

C = {(a,y) € B / (4 — 2 — y?)(a?
D={(

+y? —22) <0}

{(z,y,2) e R® /22 + > + 22 =1}



() E={(x,y,2) € R? 2?4+ 22 <1}
(f) F={(z,y,2) e R®* / 2* +¢y* — 2> <0}

2. Describe en el plano cartesiano los conjuntos de IR? cuya expresién en coordenadas polares

- (a) A={(r,0) e R* /r <1} (b) B={(r,0) € R* | r = senf}

(@C:ﬂnmeRU1<r<%(@Lhﬁmweﬂﬂggegg}

3. Describe en coordenadas cartesianas los conjuntos de IR® cuya expresién en coordenadas
cilindricas es:

(a) A={(r,0,2) € R®/ z=1}
(b) B={(r0,2) € R* /6 =1}

(c) C={(r,0,2) € R® /r?> + 2% <3}

4. Representa en el espacio cartesiano los conjuntos de IR? expresados en coordenadas esféricas
por:

(a) A={(r,0,0)/r <1}
®>C=ﬂn&@/r§Los¢sg

5. Estudia la existencia de los siguientes limites:

3
(a)  lim i b lim (¢) lim

x2y2
uwa@mﬂ+w2()uwammﬂ+y6 (2y)—(0,0) (22 + y2)3/2

6. Calcula, si existen, los limites iterados y el limite para las funciones siguientes:

1
((L) f(xa y,Z) = % en (O’Oa 0) (b) g(l‘)y) = yQSen; €1 (07 0)
w2y ‘ 22—yt
(c) h(z,y) = T8 0 (0,0) (d) i(z,y) = 2 A" (anl)
. Ty —x+Yy
) =2 "7 en (0,0 k(z,y) = -+ —en (0,0
(©) () = en (0,0) () k(.y) = zsen .+ ycos - en (0.0)
7. Halla, si existen, los siguientes limites:
3 2 4 1— S|
(a) lim sen(y” —4) (b)  lim ( 020 sxy)zsen:z c lim — -
(z,9)—(0,0) (y + 2)senz (z,9)—(0,0) 2?4y (z,9)—(0,0) senz log(1 + y)

8. Halla, si existen, los siguientes limites:

Yz ( lim  (xseny, xQe*yQ)

i —2— (b
(a) (x,y,z)E0,0,0) 22 + y2 + 22 ) (2,y)—(0,0)



10.

11.

12.

13.
14.

15.

16.
17.

18.

19.

. Sea flz,y) = {

1
2 2 . .
T+ sin ——— si (@, 0,0
(@ +y°) T (x,y) # (0,0)
0 si (z,y) = (0,0)
a) Demuestra que f es diferenciable en (0,0) aunque sus derivadas parciales no sean con-
tinuas en dicho punto.

b) Calcula df en el punto (0, 0).

Comprueba la continuidad y diferenciabilidad de las siguiente funciones en el punto (0, 0)
y calcula la matriz jacobiana en dicho punto:

(@) f(z,y) =a®— cos(y) (b)  fl@,y) = (2% + cosy, ye?)
(c)  flay)= (""" +y,y’) (d)  flzy) = (2,2 —y)
(e)  flzy)=(sin(@*+y*)e ™) (f)  fla,y) = (z,y,sin(zy))

Sean las funciones f(z,y) = (e3*7Y, 220+ 3y,2%) y g(u, v, w) = (u¥,sen(v+w)). Prueba que
f es diferenciable en (0,0), que g es diferenciable en (1,0,0) y que h = go f es diferenciable
n (0,0). Calcula df(0,0), dg(1,0,0) y dh(0,0).

Halla la diferencial en (0,0) de las funciones:

(a)  f(x,y) = e”cosy + senztgy
(b)  f(z,y) = (2® + y,senz + cosy, e™)

Halla el plano tangente a la superficie z = 2% + y?, paralelo al plano = + 2y — z = 10.

3

Halla la ecuacion del plano tangente a la superficie xyz = a° en cualquier punto de la

misma.

Halla la recta tangente a la curva interseccion de las superficies zy + 2z + yz = 3 y
22—y + 22 =1enel punto (1,1,1).

Halla el plano tangente al elipsoide 22 + y? 4 222 = 4 en el punto (1,1, 1).

Halla el vector gradiente y la derivada direccional méxima de la funcién f(x,y) = 23 + 33
en los puntos (0,0) y (1,1). Interpreta el resultado.

Sea f(x,y) = e"seny + eYsenx. Se pide

(a) Halla el vector gradiente de la funcién en un punto arbitrario de IR?.
(b) Halla la derivada direccional de f en el punto (0,0), en la direccién 6 = /4.
(c) Halla la direccion 6 para la que Dy f(0,0) = 0.

Halla dw/dt en los siguientes cambios de variable:

w = lng, x = cost, y = sent
x

2 2 t —t
= 2 +y, z=¢,y=c¢e

= a2+ 92, x=cost, y=¢

w = :E2+y2—|—22, :U:etcost, y:etsent, z=¢'



20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.
28.

29.

30.

Halla las derivadas parciales de f con respecto a =, y, z después de hacer el cambio de
variable que se indica:

flu,v,w) =u? +1* —w, u=2%y, v=y> w=e"

Halla las derivadas parciales de f(u,v) = u? +v? con respecto a x, y después de hacer los
cambios de variable que se indican:

a) u=u(z,y), v=uo(z,y)
b) u = 2%y, v =1y

w2420

Halla las derivadas parciales de f(u,v) =e con respecto a r, 8 después de hacer los

cambios de variable que se indican:
a) u=u(r0), v=nuv(r0)
b) u=rcosf, v = rsend.

Halla las derivadas parciales de f con respecto a r y 6, después de hacer el cambio de
variable que se indica:

flz,y) = arctgy, x =rcosf, y = rsenf
T

Halla las derivadas parciales de f con respecto a s y t, después de hacer el cambio de
variable que se indica:

f(z,y,z) =2y +yz+xz, ©=scost, y=ssent, z =1

Repetir el ejercicio anterior siguiendo el procedimiento del ejercicio 12.
2 v =2wy+3rz+yz, w=1x>—y>+5yz. Si

0
x = rcosfseng, y = rsenfseng, z = rcos¢. Halla A, v, w)

o(r,0,¢)

Repetir el ejercicio anterior siguiendo el procedimiento del ejercicio 12.

Se consideran las funciones u = 22 + % — 2z

Calcula el desarrollo de Taylor de segundo orden de la funcién f(z,y) = e cosy en torno
al punto (0,0). Si aproximamos f(0.05,0.2) por el valor del desarrollo de McLaurin de f
de orden 2 evaluado en (0.05,0.2), ;qué error cometemos?.

Haz lo mismo que en el ejercicio anterior para las siguientes funciones:
(a) flz,y) =€*7% (b) f(z,y) =sen(z +3y) () f(z,y) = (z+y)*

Calcula los maximos y minimos relativos y los puntos de ensilladura de las siguientes
funciones:

(a) f(z,y) =222+ 2zy +y* + 22— 3 (b) f(z,y) =log(a® +y? +1)
() flz,y) = —ba? + 4oy —y* + 162+ 10 (d) f(z,y) = zy



31. Clasifica los puntos criticos o estacionarios de las siguientes funciones:

(e) f(z,y) = (a*+ élyQ)el_””Z_y2 (f) z=a?—y?® - 22 —4y — 4
(9) z =222 +3y® — 4o — 12y + 13 (h) 2 = 2% — 3oy + o3

32. Halla los extremos absolutos de las funciones siguientes en los conjuntos que se indican:

(a) f(x,y) = 2y*, sobre B = {(x,y) cx>0,y>0, 22 +y* < 1}.

) f(z,y,z) =x+y+ 2, sobre B= {(az,y,z) <2< 1}.

(¢) f(x,y) =3xy — 62 — 3y + 7, en el tridngulo de vértices (0,0), (3,0), (0,5).
33. Halla los extremos de f(x,y) = 3z + 2y sujetos a la restriccién 222 + 3y? = 3.

34. Sea T(z,y, z) = 100+ 22+ y? la temperatura en cada punto de la esfera x2 + y? + 22 = 50.
Halla la temperatura maxima en la curva formada por la interseccién de la esfera y el
plano z — z = 0.

35. Calcula los puntos criticos de la siguiente funcién y clasificalos:

flzy) =B -2)B-y)(z+y—3)

36. Halla los extremos de f(z,y) = xlnx 4 yIny sujetos a la condiciéon = +y = 1.
37. Halla la minima distancia del punto (2,1,2) al plano z +y + z + 3 = 0.
38. Halla la minima distancia del origen a la superficie 2 4+ y? 4+ z = 3.

39. Halla la minima distancia al origen de la recta dada por las ecuaciones 2x +y +2 =2y
r—y—3z=4

Calculo integral de varias variables.

1. Calcula las integrales dobles siguientes en los dos érdenes de integracion:
(a) // md:cdy, donde D ={(z,y):0<z<1, 0<y<z}.
D

(b) // xydzdy, donde D = {(z,y): —= <z < g, 0 <y <cosz}.
D

T
2

(c) //D:Ededy, donde D ={(z,y):-1<z<1, 22<y<1}L

2. Calcula las integrales dobles siguientes en los dos 6rdenes de integracion :

2 2 2 2,
(a) / / z\/1+ y3dydz (D) / / e Y dydx
0 Jz 0 Jz

3. Calcula / / (:L'2 + y2)dxdy siendo D la regiéon comprendida entre las circunferencias:

22+t =1y2? 44> =4

10



10.
11.

12.

13.
14.

15.

16.

17.

18.

19.

. Sea D el paralelogramo limitado por las rectas y = —z,y = —x + 1,y = 2z,y = 2x — 3.

Hallar [ [, (22 + y?)dzdy.

. Sea D la regién del primer cuadrante delimitada por las curvas 2% + % = 4, 22 + ¢y =

9,22 —y? =4y a?—y? =1 Hallar [ [, zydzdy.

Calcula el area de los recintos en los que estan definidas las integrales de los ejercicios 1 y
3.

Calcula las integrales:

1 rz ry 2 rx prxty 2 r/4—x2 4
(a) / / / (y +xz)dzdydx (b) / / / dzdydr  (c) / / / xdz dy dx
0o Jo Jo 0o Jo Jo 0o Jo 224y
1 1 1 5 1 2z prxty
(d) / / / ze¥ dz dy dz (e) / / / dzdy dx
0 Jx Jo 0 Jo z2+4y?

. Halla el volumen del sélido limitado por z =1 —zy, y =z, y = 1.

. Halla el volumen del sélido limitado por z =4 — 42, y =, y = 2.

Halla el volumen limitado por el cilindro 22 + 32 = 1 y los planos z + 2y =4y z = 0.
Halla el volumen limitado por la superficie z = 22 + 32 y el plano z = 4.

Halla el volumen limitado por la superficie z = /22 + 32, el cilindro z? + 4% = 4 y el plano
z=0.

Calcula el volumen limitado por las superficies z = 22 + y? y 2 = 2 — 22 — 92,
Halla el volumen dentro de las superficies z = 22 + 4% y 22 + y> + 22 = 2.

Halla [ [ f,;;(1 — 2%)dz dy dz, donde W es la pirdmide con vértice superior en (0,0,1) y
vértices de la base en (0,0), (1,0), (0,1) y (1,1).

Halla el volumen del ‘cono de helado’ definido por las desigualdades x? + y2 < %z2, 0<
2 <5+4++/5—122—y2

Evalaa

/// dxdydz
W ($2+y2+22)3/2’

donde W es el sélido acotado por las esferas 22 + y? + 22 =4y 22 + 9% + 22 = 1.

Halla /// dxdydz siendo el recinto D = {(x,y,2)/0 < z < "’%42 + % <1}.
D

Se considera /// f(z,y, z)dx dy dz siendo
D

D={(z,y,2)/0<x<2 22<y<4,0<2z<2-2z}

Escribe las seis integrales iteradas asociadas al recinto D.
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