PROBLEMAS DE MATEMATICAS FACULTAD DE CIENCIAS QUIMICAS
Parte I: Algebra Departamento de Matematicas
Primero de Quimicas Universidad de Castilla-La Mancha

Tema 1: Espacios vectoriales

1. Determina si cada uno de los siguientes subconjuntos de IR? es subespacio vectorial:

iy, 2) € R? :x =0}, (
i, 2) €ER3 i =3y = —2); (d) S
,2) ER3 iy +20 =0, z=>5z);  (f) S
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2. Estudia la independencia lineal de los vectores de IR>:

(a) u; = (1,-1,0), ua = (1,3,-1), ug = (5,3, -2).

(b) vi =(2,2,—1), vo = (4,4,1), v3 =(1,0,-1).

(C) Wl = (37 _172)7 W2 = (27 ]‘?3)7 W3 = (07 17 1)'
En cada caso, determina las ecuaciones paramétricas y cartesianas del subespacio que

engendran. Busca ademas una base de dichos subespacios y, cuando proceda, complétalas
a una base de R®.

3. Determina una base B y las ecuaciones paramétricas del subespacio S de R* dado por las
ecuaciones:

zr -y 4z -t = 0,
2 2y —z —t = 0,
4x +z = 0,
3z 4y +t = 0.

Determina una base de IR* que contenga a B.

4. Sea IP3(IR) el espacio de los polinomios de grado menor o igual que dos con coeficientes
reales definidos en IR. Comprueba que p;(z) =z, p2(z) = 2 — 1, p3(z) = (z — 1)? forman
una base de Py y determina las coordenadas de p(z) = 222 — 5z + 6 respecto de esa base.

5. Estudia si las siguientes familias de vectores son linealmente dependientes o independientes:

(a) {e** 2% 2} C F(R, R).

(b) {senmt,sen2nt} C C[0,1] donde C[0,1] denota las funciones continuas definidas en
[0, 1] con valores en IR.

6. Encuentra una base de R* que contenga a los vectores (0,1,1,1) y (1,1,0,1).

7. Demuestra que B, = {1, (x — 2), (x — 2)?, ..., (r — 2)"} es una base de IP,. Si n = 4, halla
las coordenadas del vector p(z) = 52 + 623 — 42 + 2 respecto de la base By.

8. Estudia si los siguientes subconjuntos de Ma 2 (IR) son subespacios vectoriales de Mayo (IR):

(a) S={A € Maxa (R): r(A) =1}, donde r (A) designa el rango de A.
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(b) T ={A € Mayxs (IR) : traza(A) = 0}, donde traza(A) denota la suma de los elementos
de la diagonal principal.

. Determina una base para la suma y la interseccion de los espacios F'y G engendrados por

{(1,-1,1,2), (0,1,3,1)} y {(1,0,4,3), (1,1,0,—1)}, respectivamente.
Demuestra que IR® es suma directa de los siguientes subespacios vectoriales:

(a) Wi ={(z,y,2) E R®: 24+ y+2=0}, Wo={(t,2t,3t) € R?:t € R}.
d) Uy ={(v,y,2) E R®: 2=y =2z}, Up={(0,y,2) € R*:y,z € R}.

() Vi={(z,z,0) e R®: 2 € R}, Vo={(0,y,y) € R3:yc R}, V3=1{(2,2,2) € R®:
z € R}.

Se considera en IR? el subespacio W = {(z,y,2) :2+y—2=0,2+y+ 2z = 0}.

(a) Halla la ecuacién de un suplementario de W.

(b) Descompén segtin W y el suplementario hallado en (a), el vector (—1,3,4) de IR3.

Consideramos en IR? los subespacios V; = {(0,z,y) : z,y € R}, Vo = L{(1,1,1),(1,2,3)}.
Determina una base de V7 + Vo, V4 NV, y obtén las ecuaciones paramétricas e implicitas
de Vi+Voy ViNVs.

Consideramos los subespacios V' y W contenidos en IR>:

ol :/\-1—’)/
V=< 22=p+v , W=x1—294+22x3=0
$3:)\+M+2’y

(a) Determina una base de V, V.+ W, VNW.
(b) Encuentra unas ecuaciones implicitas para V N .

(c) Determina una base de un suplementario de VN .

Sea IP, el espacio de los polinomios de grado menor o igual que dos con coeficientes reales.
Se consideran dos subconjuntos suyos, F' = {p () € P2 (x) : p(z) = az? —azx+2a, a € R}
yG={p(x)€ePy:p(z)=(2a—p)2®+azx —283, a,3 € R}. Se pide

(a) Probar que F'y G son subespacios vectoriales de IPo. Halla sus dimensiones.
(b) Determina FNGy F + G.

Halla la matriz de paso de la base B = {(1,0),(0,1)} a la base B’ = {(2,3),(—3,—4)} y la
matriz de paso de B’ a B. Si el vector Z tiene por coordenadas (1,1)5 en la base B, ;Qué
coordenadas tiene en la base B'? Si el vector ¥ tiene por coordenadas (5,0)s:, en la base
B', {qué coordenadas tiene en la base B?

Halla la matriz de paso de la base B = {1, 2} de IP1(R) ala base B = {243z, —4+5z}. El
polinomio p(x) = 2—z, jqué coordenadas tiene en la base B'? El polinomio de coordenadas
(5,5)p en la base B, jqué coordenadas tiene en la base B?



Tema 2: Espacios vectoriales euclideos

1. Determina una base ortonormal para el subespacio de IR® generado por:

(a) u; = (1,-1,0), uz = (5,3,-2), ug = (1,-1,0).
(b) vi=(1,1,1), va = (1,0,1), v3 = (3,2,3).
(c) w1 =(3,-1,2), wo =(1,0,2), ws = (—2,1,0).

Encuentra ademas las ecuaciones cartesianas de cada subespacio y halla su suplementario
ortogonal.

2. En R* con su producto escalar usual se pide

(a) Determina un vector unitario que sea ortogonal a los vectores (1,2,1,0), (0,—1,1,0)
y (1,1,-2,1).

(b) Obtén por el método de Gram-Schmidt una base de vectores ortonormales para
V=L{Q1,2,-1,0),(0,1,1,0),(1,0,-2,1)}.

3. En el espacio vectorial E = C[—1, 1], con el producto escalar

1
<fg>e= [ f@gys,

se consideran los vectores u;(z) = 1, ug(z) = z, uz(z) = 1+ z. Calcula el dngulo que
forman entre si.

4. Demuestra que si 2 vectores son ortogonales, son linealmente independientes.

5. Aplica el método de ortogonalizacién de Gram-Schmidt a las funciones u, = x™, n =
0, 1, 2, 3 del espacio vectorial E = IP((—1,1)), con el producto escalar < f, g >¢.

6. Demuestra que las funciones {u} son ortonormales dos a dos con el producto escalar

1
< fig>e= / F(0)g(t)dt, siendo up(t) = v2sin (kt).
0
7. Sea H el subespacio de IR* definido por las ecuaciones:

r+2y—z2—2t=0,
20 +y—22—-1t=0,
20 + Ty — 2z — Tt = 0.

(a) Determina las ecuaciones paramétricas de H y una base ortonormal suya.
(b) Calcula la proyeccién ortogonal sobre H del vector u = (2, -2, 3, —3).

(c) Determina una base ortonormal de IR? que contenga a la base de H hallada anterior-
mente.

(d) Repite lo mismo en IR? con el vector @ = (1,1,1) y el sistema

2z +y =0,
z=0.
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. Dado el espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual que 1 y el producto

escalar < f,g >¢ en [—1,1], se pide:

(a) Hallar la proyeccién ortogonal del polinomio p(z) = x + 3 sobre el subespacio engen-
drado por x + 2.

(b) Calcular una base ortonormal a partir de la base {1, z}.

. Utilizando el producto escalar usual de R® y IR*, encuentra el complemento ortogonal de

W, siendo:

r1 — T2 + 23+ 14 =0,

a) W= L(u,v) con u=(1,0,1), v=(2,—-1,1); b) WE{ 921 — 9 = 0.

En el espacio vectorial E = C[—1,1], con el producto escalar < f,g >¢ , se considera la
funcién f(z) = e®. Busca el polinomio p(x) de grado menor o igual que dos mas préximo

a [y caleula [|f (z) —p ()]l
Sea H el subespacio de IR? definido por la ecuacién cartesiana z + 2y — z = 0.
(a) Determina las ecuaciones paramétricas de H y una base ortonormal suya.

(b) Calcula el vector de H mas préximo a u = (1,1,1) y la distancia de u a H.

(c) Encuentra una base ortonormal de R3que contenga a la base hallada anteriormente.

Aplica el método de ortogonalizacién de Gram-Schmidt a las funciones f; =z, fo =2y
f3 = 23del espacio vectorial E = {v : [0,1] — IR, v es derivable,v(0) = 0} con el producto

1
escalar < f, g >:/O f(z)d (z)dx.

Calcula los coeficientes de Fourier! de la funcién f(x) = e~ y la norma de la mejor
aproximacién de f(z) como combinacién lineal de las funciones obtenidas anteriormente.

Desarrolla en serie de Fourier la funcién f(z) = |z], -1 <z < 1.
Obtén un desarrollo de la funcién f(z) = x en serie de Fourier en el intervalo 0 < x < 7.

« Dado el subespacio S, generado por los vectores: {(1,0,0),(—1,1,0),(2,1,0)}, calcula la
proyeccién ortogonal del vector v = (1,1,1) sobre S.

Sean @ y U dos vectores ortogonales del plano distintos de cero. Entonces para todo vector
w del plano existen a y § tales que @ = aal + B¢. Usa el producto interno para encontrar
a y (B en funcién de 4 y .

Sea ]Ri_ el espacio formado por los vectores de IR? con la métrica (no es un producto
escalar) (u,v) = u'- A - v siendo A la matriz

=0 h)

Comprueba, encontrando un ejemplo, que se verifican las siguientes propiedades.

'Los coeficientes de Fourier son las coordenadas de la proyeccién de la funcién sobre el subespacio considerado



de Cauchy-Schwartz toma la otra direccion, es decir que

[l - lv]] < [{u-v)|

Nota: Este espacio es una version dos-dimensional del espacio cuatridimensional de Minkowski,
que es donde trabaja la teoria de la relatividad especial de Einstein. Este es el ejemplo més
sencillo de espacio vectorial no euclideo.

Tema 3: Aplicaciones lineales y matrices

1. % Dada la aplicacion lineal:

T:R*— R* T(x,y,2w)=(x— 2z, 2y + 3w)

B ={(1,3),(2,1)} en R%

2. Estudia cuédles de las siguientes aplicaciones son lineales entre los espacios vectoriales dados:

(a) Mp : Maua(R) — Maxa(IR) dada por Mg (A) = AB con B = ( h ) |

(b) Mpg : M2><2(R) — M2><2(R) dada por SB(A) =A+BconBe€ M2X2<B) ﬁJa
(¢) A: P, — IP,, dada por A(p(z)) = p(x + 1).
(d) A: P, — IP,, dada por A(p(z)) = p(x) + 1.

3. Sea f: R* — IR? dada por f(z1,29,23) = (1 — 29,21, 1 — z3). Encuentra la matriz de
f respecto a la base candnica. Halla la imagen mediante f de los siguientes subespacios
vectoriales de IR>:

(a) Vi = {(w1,22,73) € R®: 21 — 9 + 13 = 0}.
(b) Vo = {(0,1’2,1‘3) e R?: x2,T3 € B}
(C) Vs = {(1’1,1‘2,1‘3) = t(—l, 1, 1) 1t e Bg}.

4. Sabiendo que la aplicacién f transforma los vectores u; = (1,0,0), ug = (1,1,0), ug =
(1,1,1) de IR? en los vectores w; = (2,1,2), wy = (3,1,2), w3 = (6,2, 3) respectivamente,
encuentra la matriz de f en las siguientes bases:

(a) La base canénica de IR®.
(b) La base {uj,uz,us}.



5. Halla las ecuaciones del ntucleo y de la imagen de las siguientes aplicaciones lineales, indi-
cando si son inyectivas, suprayectivas o biyectivas:

1
(b) f:IP3 — IP3tal que, f(1) =22+ 1, f(z) =2 +2, f(2?)=2% -2, f(23) =1

(c) La aplicacién derivacién de Pn en Py,_1.

(a) Mp: Myyo(IR) — Max1(IR) dada por Mp(A) = AB con B = ( -1 ) .

6. En IR3 se considera la base B = {uj,us,u3}. Clasifica el endomorfismo f dado por
f(u1) = au; +uz + u3, f(u2) = ws +uz + us, f(uz) = ug + bus + us.

7. Se consideran 3 espacios vectoriales A, B, C, cuyas bases respectivas son
Ba= {ulau2au3}a Bp = {bl,bg},BC = {V13V27V3}

y dos homomorfismos dados respectivamente por

f: A — B y ¢9g: B — C
u; — by —bo b1 — vi—va+v3
us — by by — vi—v

us; —— 2b2
Se pide:
(a) Matriz del homomorfismo h =go f: A — C.
(b) Encontrar el conjunto h~1(1,1,1), donde (1,1,1) € C.
(¢) Nucleo de h.
)

(d) Imagen del subespacio interseccién de los subespacios siguientes:

1 =2a+ 0
Vi=< mo=a—0 , Vo=x1—20+223=0
T3 = —

8. Determina en la base canénica de R® la matriz del endomorfismo f definido por las si-
guientes condiciones:

(a) La aplicacién f, restringida al plano que tiene por ecuacién = + y + z = 0, es una
homotecia de razén 3.

(b) La aplicacién f transforma en si misma la recta de ecuaciones

2z +4y+ 32 =0,
r+2y+2=0.

9. En IR? se considera la base B = {uj,us,u3} y el endomorfismo f definido respecto a la
base B por:

f(z1wg + z2us + 23u3) = (22 + 23)U; + (21 — T2)U2 + (22 + 71)Us.

Se pide:
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Expresién analitica de f respecto a la base B.
b

(c

(d) Hallar la expresién analitica de f respecto de la base Bj.

(a
(b) Ecuaciones de ker f y de Imf.
Determinar una base de ker f y ampliarla a una base B; de IR>.

)
)
)
)

Sea V' un espacio vectorial sobre IR de dimensiéon 3. Para cada a € IR, se considera el
endomorfismo f, : V — V cuya matriz respecto a una base fija B de V es,

a 0 -1
A=1 01 1
a 1l a

Clasifica los endomorfismos f, segun los valores de a.

Consideremos la base de R?, B = {u; = (1,0,0),uz = (—=1,3,5),u3 = (-2,1,2)} y sea
T : R? — IR? la aplicacién lineal tal que

T(ul) = 2111 + u9,
T(uz) = wu; —uy+ us,
T(U3) = 4111 —ug + 2113.

(a) Determina la matriz de la transformacién respecto de la base canénica y las ecuaciones
cartesianas del ker T' referidas a la base canénica y a la base B = {uj, uz,us}.

(b) Las ecuaciones cartesianas del subespacio L engendrado por u; y uz y la proyeccién
ortogonal de ug sobre L.

Halla una aplicacién lineal f : R — R? tal que:

(a) f(1,0,0) sea proporcional a (0,0,1).
(b) f2=f
(c) La ecuacion de ker f sea x + 2z =0

Sea f : R* — RR* el homomorfismo definido por

f(1,1,1,1) = (0,0,1), f(1,0,1,0) = (1,1, -1),
f(1,1,1,0) = (0,0,—1), f(—1,-2,0,0) = (1,1,1).

(a) Halla la matriz de f respecto de las bases canénicas.

(b) Halla la dimensién y ecuaciones cartesianas de ker f e Imf.

Se considera el homomorfismo f : R? — IR? que hace corresponder a los vectores (1,0,1),
(0,1,0), (,1,1,0) los vectroes (1,0), (0,2), (1,1), respectivamente. Se pide:

(a) Matriz asociada a f en las bases canénicas de R? y IR%.
(b) Subespacio transformado de V' = bx; — 3z2 — x3.
(c) Ecuacién de f (V) en la base B = {(1,1),(2,0)}.



15.

16.

17.

18.

19.

20.

Sea la aplicacién lineal f : R? — R3definida por

fryy,2)=(x+z,y+ 2).

Determina las bases B y Ba de R? v IR? respectivamente, tales que la matriz de f respecto

1 00
aBlyBgsea<0 e

Sea la matriz de orden n con coeficientes en IR,

00 - 01
00 - 10

A= N
01 - 00
10 - 00

Halla AP pasando a endomorfismos de R",(p € IN).

Se considera el homorfismo f : Ps — Mayxo (IR) definido por

3 2 . a b + d
f(a:c + bx +cx+d)—<c+d 0 >
(a) Halla la matriz del homorfismo en las bases candnicas.
(b) Da las ecuaciones implicitas del subespacio imagen.

(c) Calcula una base del nucleo.

Sea V el espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual que uno, con las
operaciones usuales, y f el endomorfismo de V' que verifica las condiciones siguientes:

o f(l+z)=2—1x.
e El nicleo de f coincide con la imagen.

Se pide:

(a) Matriz del endomorfismo f en la base B = {1, z}.
(b) Calcular una base de f(W), siendo W el subespacio de ecuacién 1 + 2x9 = 0.
(c) Imagen inversa del conjunto {(1,1),(0,0)}.

Sean f,g: R® — IR3 tales que

fler —V3es) = —e3,  g(er) =ey,
f(e2) = €2, 9(62) = —ey,
f(V3er +e3) =21,  gles) =es.
(a) Estudia si f y g son ortogonales.
(b) Halla h = fog.

Sea f : IR — IR la aplicacion lineal cuya matriz respecto a la base candnica viene dada por

A:g_“,
. V2

2
con a € IR. Determina para qué valores de a la matriz A es ortogonal.



Tema 4: Valores y vectores propios

1. Halla los valores propios y los vectores propios de las aplicaciones lineales de IR" en IR"
que estan dadas por las siguientes matrices:

() () e B (5 )

0o 0 -1 2 2 -1 2 -1 1
e=(1 -2 —-1}],f=10 -2 1 |,g=120 1 0].
-2 3 1 -1 0 O -1 1 0
En los casos que sea posible halla una base de IR™ formada por vectores propios, y la

matriz en esa base, de las aplicaciones dadas en el ejercicio anterior.

2. Senala cuéles de las siguientes matrices pueden reducirse a una matriz diagonal y encuentra
una matriz de cambio de base P:

-1 3 -1 4 —1 -1 88?(1)

a=|-3 5 —1],b=[1 2 —1], c=
-3 3 1 1 —1 2 0 100
1000

3. Busca los valores y vectores propios de la aplicacién derivaciéon D, en IPs.

4. Determina para que valores a,b € IR la matriz A es diagonalizable, siendo

a b 0
A=]1 0 -1 0
0 0 1

5. Estudia para que valores reales de a la matriz A es diagonalizable y en los casos en que lo
sea, encuentra su forma diagonal, D, y una matriz P tal que P~'AP = D, siendo

1 -2 -2—«
A=1]1 0 1 o
0 O 1

6. Demuestra que si x es vector propio de f para el valor propio A, entonces x es vector
propio de f™ para el valor propio A", n € N. ;Qué ocurre si ademads [ es invertible?

7. En IR, consideramos el endomorfismo f dado por
flzy,2) = e +y+ 2,20+ 3y + 2z, +y + 22),

y sea A la matriz de f respecto de la base canénica. Determina: autovectores, autovalores,
diagonalizacién y matriz de paso.

8. En R? consideramos la aplicacién f(z,y,2) = 3z + y,—x + y,0). Halla los valores y
vectores propios. ;jEs diagonalizable?
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Sidim(E) =3y B ={u,v,w} es una base de F tal que
fu)=u—w,f(v)=v-2w, f(w) =0,

determina una base B’ de E respecto de la cual la matriz de f sea diagonal.

Estudia si es diagonalizable el endomorfismo de IR? definido por f(a,b) = (a + b, b).

Sea f : R?* — IR?® el endomorfismo cuya expresién analitica respecto de la base B =

{e1,ez2,e3} es
U1 1 1 -1 I
)G o))
Y3 0 1 0 I3

(a) Calcula los autovalores y sus subespacios propios asociados.

(b) ;Se puede encontrar otra base B', tal que respecto a ella sea f diagonalizable?.
Sea f : R® — IR? el endomorfismo definido por:
f@y,2) = (x+2y— 22y + 22y +3z).

(a) Halla la matriz de f respecto de la base B = {e1, ez, e3}.

(b) Calcula los autovalores, los subespacios propios y comprueba que el subespacio suma
de estos subespacios es suma directa.

Sea f : R* — IR?® el endomorfismo cuya expresién analitica respecto de la base B =

{e1,ez2,e3} es
U1 1 2 2 il
)= 2) ()
Y3 -1 1 4 T3

Encuentra una nueva base B’ tal que respecto de ella la expresién analitica de f venga
dada por una matriz diagonal.

Eleva A a la potencia enésima siendo

A=

SIS
>~ o
S o o>

Demuestra que una matriz A y su traspuesta A’ tienen el mismo polinomio caracteristico.

Sea A una matriz cuadrada de orden 2 con coeficientes en el cuerpo € de los nimeros
complejos. Halla la condicién necesaria y suficiente para que los valores propios sean
iguales.

Halla todas las matrices cuadradas de orden 2 con coeficientes reales que tengan por valores
propios 1 y —1.

En el espacio vectorial de los polinomios reales de grado menor o igual que tres se define
la aplicacién f dada por f(p(z)) = p(z) + p'(x).

10



19.

20.

21.

22.

23.

(a) Demuestra que f es un endomorfismo.

(b) Halla la matriz A asociada al endomorfismo f respecto de la base candnica.

0001
(c) Sea la matriz J = 8 (1) (1) 8 y la matriz B = A 4 J. Prueba que las matrices
1 000

I, B, B?%, B3 y B* son linealmente independientes.

(d) Halla la matriz inversa de B.

Se considera la matriz

1 1 1 1
1 1 -1 -1
7= 1 -1 1 -1
1 -1 -1 1

Prueba que es diagonalizable y determinar una matriz P que permita la diagonalizacién.

Encuentra una matriz C tal que C? = A, siendo
26 —-10
A= <—10 26 > '

Calcula, aplicando el teorema de Cayley-Hamilton, la inversa de la matriz

1 2 0
A:(_lg q.
0 1 1

Sea B = {e1, ez, e3} una base de IR® y A la matriz de un endomorfismo referido a dicha
base. En dicho endomorfismo, los subespacios

—y= 0
i=atyra=o vB={]707 ¢

estan asociados respectivamente a los autovalores A =1y A = 1/2. Se pide:

(a) Diagonalizar la matriz A.
(b) Calcular la matriz M = 2A4% — 7A3 +9A% — 54 + 1.
(c) Calcular la matriz N = A=3 — 4472 + 5471 +41.

Estudia para qué valores reales de t, la matriz A es diagonalizable en el campo real siendo

A— cost sent '
sent cost

11



