EXAMENES DE MATEMATICAS FACULTAD DE CIENCIAS QUIMICAS
Algebra Departamento de Matematicas
Primero de Ingenieria Quimica Universidad de Castilla-La Mancha

15 de diciembre de 2000

1. Halla el intervalo de convergencia de la serie (1 punto)

2. Estudia la convergencia de las siguientes integrales impropias: (1 punto)

2 de - 11— 71/3
i) / i1) / - dx
0 T+ 5x2/3 4 3z1/5 0 5z

3. Halla las derivadas parciales y la derivada direccional en la direccién 7/6 de la siguiente
funcién en el punto (0,0) (1.5 puntos):

:135y2
flay) = @rgpp @97 00

0, (z,y) = (0,0)
ies f diferenciable en (0,0)? (0.5 puntos)

4. Integra la funcién f(z,y) = 2 + 2zy® + 2 sobre la regién acotada por la gréfica de
y=—a2+z, el eje v y las rectas * = 0 y = = 2. (1.5 puntos)

5. Halla los extremos relativos de la funcién f(z,y) = (2* + 4y2)61*$2*y2. (1.5 puntos)

6. (a) Resuelve la ecuacién de segundo orden:
y" + 25y = 3 sen(2z)

(1.5 puntos)

(b) Dos especies de individuos habitan en un mismo territorio. Si x(t) e y(¢) son sus
densidades de poblacién en el instante ¢, en el instante inicial z(0) = 10, y(0) = 15y
la ley de evolucion es:

() = y(t) -2
y'(t) = —x(t)+2y(t) — 2

. Qué densidad de poblacion de cada especie habra después de un segundo? (El tiempo
estd medido en segundos) (1.5 puntos)



16 de diciembre de 1998

1. Dada la funcién f(z,y) = e"senx + eYseny, se pide: (2 puntos)

(a) Hallar el vector gradiente de f en un punto arbitrario de IR

(b) Hallar la derivada direccional de f en el punto (0,0) en la direccién 6 = /4.
)
)

(c
(d) Hallar la direccién 0 para la que Dy f(0,0) = 0.

. Es diferenciable la funcién en (1,0)?

2. Halle el desarrollo en serie de Taylor de la funcién f(z) = 2* en = 0, y teniendo en
cuenta ese desarrollo calcule (1 punto)

< (22" &1
2D L B

3. Clasifique los extremos relativos de la siguiente funcién: (2 puntos)

fla,y) = (@ +y*)° = 8(a? — )

/// yzdrdydz
D

donde D es el recinto limitado por los planos © =0, y =0, 2=0, z=4yy+z=1. (1,5
puntos)

4. Halle

5. ¢Son ortogonales las familias de curvas siguientes? (0,5 puntos)
2 = c¢—2y% ¢>0

y = ka?, ke R

6. Si y(t) es una funcién que cumple:

0 —4y +2y = tle, t>1
y1) = 1,4 (1)=0

;, Cudnto vale y(2)? (1,5 puntos)
7. Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales: (1,5 puntos)

4o’ +dx +y = 1,
3"+ —y t,
r(0) = 2, y(0) =6



17 de junio de 1997

1. Calcular la serie de Fourier asociada a la funcién f(z) = 7 + x en el intervalo
—m < x < m. Aplicar el desarrollo anterior para calcular la suma de la serie:

i (_1)n+1
ot 2n —1

(2 puntos)

2. Calcular los puntos criticos de la siguiente funcién y clasificarlos:
f@y) =B -2)B-y)(r+y-3)

(2 puntos)

3. Calcular el volumen limitado por las superficies
z=22+y*y 2=2—22 9% (2 puntos)

4. Dada la ecuacién diferencial:
yf(zy)dz + zg(zy)dy = 0
determinar un factor integrante para esta ecuacion y aplicarlo para integrar la ecuacion:
y(a?y® — 1)dz + z(a*y® + 1)dy = 0
(2 puntos)

5. Integrar la ecuacion diferencial:

1
y”+2y’—8y:eh (6 _ )

x a2

(2 puntos)



18 de junio de 1996

1. Desarrollar en serie de Fourier la funcién f(x) = |z| en el intervalo —m < x < w. Aplicar el
desarrollo anterior para calcular la suma de la serie:

> 1
Z (2n —1)2

n=1

(1.5 puntos)

2. Calcular la integral:

(1.5 puntos)
3. Hallar los extremos relativos de la funcién z = 23 + 3xy? — 152 — 12y. (1.5 puntos)

4. Calcular el volumen limitado superiormente por la funcién z = 22 — y? en el recinto limitado
porz =0, x =m, y =0, y = senz.(1.5 puntos)

5. a) Deduciendo la expresién de un factor integrante que dependa de ty integrar la ecuacion:
(—tysent + 2y cost)dt + 2t costdy = 0

(1 punto)
b) Hallar el miembro de la familia de trayectorias ortogonales de 3zy? = 2 + 3c1x que pase
por el punto (0, 10). (1 punto)

6. a) Integrar la ecuacién de segundo orden:
y" + 25y = 6 sen(5zx)

(1 punto)
b) Dos especies de individuos habitan en un mismo territorio. Siz(t) e y(t) son sus densidades
de poblacién en el instante ¢, en el instante inicial 2(0) = 10, y(0) = 15 y la ley de evolucién es:

(1) = y(t) —2¢
Yy (t) = —xz(t)+2y(t) — 2

. Qué densidad de poblacién habré después de un segundo? (El tiempo estd medido en segundos)
(1 punto)



10 de septiembre de 1996

1. Sea la funcién f(x) = ze ™.

a) Desarrolla en serie de potencias f(x).
b) Hallar el intervalo de convergencia.
c) Hallar la suma de la serie:

00 2n—1
(=1)"
= n!
(1.5 puntos)
2. Calcular: (1.5 puntos)
/x5/3(1 + 23 2dg

3. Estudiar la continuidad, existencia de derivadas parciales y diferenciabilidad en el origen de
la funcién: (1.5 puntos)

flz,y) =

4. Integrar la funcién f(z,y) = x2+2xy?+2 sobre la regién acotada por la grafica de y = —z2+,
el eje  y las rectas x = 0y x = 2. (1.5 puntos)

5. a) Resuelve la ecuacién diferencial cos? ty’ 4+ y = 1 verificando y(0) = —3. (1 punto)

b) Resuelve la ecuacién diferencial 4’ = 6 + 5y + y2. (1 punto)
6. a) Usando el método de variacién de las constantes resuelve: (1 punto)
4y" + 36y = cosec3z

b) El sistema:

expresa la evolucion, a partir de un instante inicial, de las concentraciones de dos reactivos A y
B en un proceso quimico gobernado la reaccién reversible A = B siendo k11 y k12 las velocidades
de las reacciones directas e inversas. Calcular las concentraciones Cy(t) y Cp(t) en el caso en
que k11 = k1o =1, C4(0) =1/4 y Cp(0) = 3/10. (1 punto)



2 de febrero de 2001

1. Determina el radio de convergencia de las series de potencias siguientes y estudia la con-
vergencia en los puntos frontera: (2 puntos)

> z" (x—1)"
g n+1)2 Z2"4-3”

2. Estudiar la continuidad, existencia de derivadas parciales y diferenciabilidad en el origen
de la funcién: (2 puntos)

fla,y) =
3. Calcula el volumen limitado por las superficies z = 3(2% +%2) y 2 = 4 — 22 — y2. (2 puntos)

4. Si y(t) es una funcién que cumple:
2y — 4y +2y = te, t>1
y(1) = 1Ly (1)=0
. Cudnto vale y(2)? (2 puntos)
5. Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales: (2 puntos)
4’ +dx +y = 1,

3/ +y —y =t
z(0) = 2, y(0)=-6



21 de diciembre de 2000

x4n

3+ xin’
puntual de dicha sucesién, estudia la continuidad de la funcién limite y deduce si la
convergencia de la sucesién es uniforme o no. (1 punto)

1. (a) Se considera la sucesién de funciones fy,(z) = Calcula la funcién limite

(b) Estudia la convergencia o divergencia de las integrales siguientes (1 punto):

) 393+5d i) < dx
i T, i
1 9—a2"" 0 3er+7

2. Estudia la continuidad, existencia de derivadas parciales y diferenciabilidad en (0,0) de la
siguiente funcién: (2 puntos)

2

f(z,y) = m (z,y) # (0,0)

0, (z,y) = (0,0)

Halla la derivada direccional Dy f (0, \/777/2) siendo @ = (v/2/2,v/2/2).
Halla la diferencial df (0, \/777/2) y la ecuacion del plano tangente a f en el punto (0, \/7/2).
3. Halla el valor maximo de la siguiente funcién: (1.5 puntos)
f(z,y) = 2zy, x>0,y>0

sujeto a la condicion

2 2
RN Y
9 16

4. Calcula el volumen limitado por: (1.5 puntos

=22+ 2=0, P +yi=25

5. (a) Integra la siguiente ecuacién de segundo orden: (1.5 puntos)
y// . 2y/ +y = 2ze”

(b) Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

dx

i —9
dt x y?
dy

2 — Bp—
dt x y?

sabiendo que z(0) = —1, y(0) = 2. (1.5 puntos)



22 de mayo de 1998

1. Estudiar la convergencia de la siguiente serie:

> (z+1)"
PR

n=1

2. Calcular la serie de Fourier de la funcién:
-1, —7<z<0
f(x)_{ 1, 0<z<nm

Como aplicacién hallar la suma de la serie:

& (-1t
Z 2n—1
n=1

3. a) Estudiar la convergencia o divergencia de la siguiente integral:

/wx2+1d
Xz
o z*+5

b) Calcular la integral:
3
/ V3zx — z2dx
0

4. Estudiar la continuidad, existencia de derivadas parciales y diferenciabilidad en (0,0) de la

funcién:

fz,y) ={ xysenx?}rw’ (z,y) # (0,0)
0, (z,y) = (0,0)

5. Hallar los puntos criticos y clasificarlos de la siguiente funcién de dos variables:

f(z,y) =2 +y° — 6ay + 63+ 3y — 2



22 de junio de 1998

1. Estudiar la convergencia de la siguiente serie de funciones (1 punto):

n

)
> 5

— o+ 3n
n=1

2. Estudiar para qué valores de a la siguiente integral es convergente (1 punto):

1
/ z%e " dx
0

3. Hallar las derivadas parciales y la derivada direccional en la direccién 7/6 de la siguiente

funcién en el punto (0,0) (1.5 puntos):

(z,y) # (0,0)
0, (z,y) = (0,0)

ies f diferenciable en (0,0)?

4. Hallar los maximos y minimos de la funcién (1.5 puntos):

flz,y) =2 — ¢

sujetos a la condicién

=1

5. Hallar el volumen del sélido limitado superiormente por el cono 22 = 22 + y2, inferiormente
por el plano zy, y por los lados por el cilindro 22 4+ % = 4. (1.5 punto)
6. Hallar las trayectorias ortogonales al haz de curvas y = ¢“*. (1.5 puntos)

7. a) Resolver la ecuacién (1 punto):
22y —axy +y=Inz

b) Resolver el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales de valores iniciales (1 punto):

r = z+y+1,

y = z4+y+e,
1

#(0) = —5 y(0) =1



26 de mayo de 2000

1. Calcula en los dos 6rdenes de integracién la siguiente integral: (1.5 puntos)

/ / xydxdy,
D

donde D es el conjunto de puntos (x,y) tales que 0 <y <1, y> <z <y.

2. Calcula el volumen limitado superiormente por la funcién z = x? —y? en el recinto limitado

porx =0, z=m, y =0, y=senzx. (1.5 puntos)

3. Sea 7 la hélice 7 : [0,2n] — R3, t — (cost,sent,t), y sea f(z,y,2) = 2> +y> + 2. Evalia
la integral [~ f(z,y, z)dl y halla la longitud de la curva . (2 puntos)

10



26 de mayo de 2000

1. Resuelve la ecuacién diferencial siguiente sabiendo que tiene un factor integrante que es

funcién de t2 + y2: (1.5 puntos)
t+4y(t* +y*)y = 0.

2. Se tiene una part{cula de masa m = 1 g unida a un muelle de constante elastica k = 50
g/s? y un coeficiente de amortiguamiento de 2 g/s. En el tiempo t = 0 se desplaza la masa
hacia abajo 23/26 cm y se suelta con una velocidad de 56/13 cm/s. Ademds una fuerza
de 41 cos(2t) dinas actia hacia abajo sobre la masa para t > 0. El problema de valores
inicales que plantea esta situacién es el siguiente: (2 puntos)

23 56

2 — 22" + 50z = 41 cos(2t), z(0) = 5

donde z(t) es la distancia a la posicién de la partfcula con el tiempo.

Resuelve el problema de valores iniciales planteado.

(a
(

)
b) ;Cuaél es la posicién de la particula al cabo de 10 minutos?
(c) ¢(Llega a pararse definitivamente en algin momento?

)

(d) Esboza la representacién grafica de la solucién.

3. El sistema:
{ Cfax(t) = _klch(t) + k‘mCB(t)

Ci(t) = —(ki2 4 k21)CB(t) + k11CA(t) + k22Co (1)
expresa la evolucion, a partir de un instante inicial, de las concentraciones de tres reactivos
A, By C en un proceso quimico gobernado por una pareja de reacciones reversibles
A = B = C siendo k11 y k1o las velocidades de las reacciones directas e inversas de la
primera y ko1 y koo las correspondientes de la segunda. Sabiendo que en cualquier instante
se verifica que Ca(t) + Cp(t) + Cc(t) = 1, calcular las concentraciones C4(t) y Cp(t) en
el caso en que ki; = k1a = ka1 = kaa = 1, C4(0) = 1/4 y Cp(0) = 3/10. (1.5 puntos)

11



2 de septiembre de 1998 (corregido)

l,?n

T g
de dicha sucesion, estudiar la continuidad de la funcién limite y deducir si la convergencia de la

1. Se considera la sucesién de funciones f,(z) Calcular la funcién limite puntual

sucesién es uniforme o no. (1 punto)

2. Estudiar la convergencia o divergencia de las integrales siguientes (1 punto):

2 r+1 ©
d b
@) 14— 22 . )/0 et + 15

3. Sea la funcién f(z,y) = e+ donde a es un nimero real distinto de cero. Se pide obtener

el desarrollo de Taylor de orden dos de esta funcién en el punto (0,0) y aproximar con este

desarrollo el nimero e. (1,5 puntos)
4. Hallar los extremos relativos de la funcién f(z,y) = 4z?e¥ — 22 — ¢®¥. (1,5 puntos)

5. Se considera la superficie esférica de ecuacién z? + 32 + 22 = 4a? y el cilindro de ecuacién

22 +y% = a®. Se pide hallar el volumen del recinto interior a la esfera y al cilindro. (1,5 puntos)

6. Una ecuacion diferencial tiene como raices de su ecuacién caracteristica r = i, r = —1i
dobles. Escribe la ecuacion diferencial homogénea cuya ecuacién caracteristica tiene esas raices

y resuelve después la ecuacién no homogénea con término independiente e™* cosz. (1,5 puntos)

7. Resolver la ecuacién diferencial siguiente sabiendo que tiene un factor integrante que es
funcién de t? + y? (1 punto):
tdt + 4y(t* + y*)dy = 0

8. Usando la transformada de Laplace resuelve el sistema siguiente (1 punto):

(o )= (2 ) (G6) ()
y@t) )\ -2 =5 y(t) —37t

12



SOLUCIONES

1. La funcién limite puntual es:

2n 0, silz[<1
T
f(z) = lim f,(x) = lim el 1, silz] >1
n—oo n—oo
t 1/2, si|z| =1

Claramente esta funciéon no es continua en x = +1, porque

lim f(z) =0# lim f(z) =1 lim f(z)=0# lim f(z)=

r—17+ rz—1- r——1- r——1

Los limites laterales no coinciden, lo que implica que la funcién no tiene limite en x = £1. Como

la funcién limite puntual es discontinua la convergencia de la sucesién no es uniforme.

2. a) Es una integral impropia de segunda especie, es decir, de funcién no acotada en el extremo
dx

de integracién z = 2. La comparamos con la integral / TE
1 -

lim (z+1)/(4 - 2% — lim (2—2)%x+1)
w2 H@-a)e 2—2 (2—x)(2+4 )

este limite es distinto de cero y de infinito si & = 1, con lo que la integral que nos interesa tiene
dx

(2-=)

la integral a) es divergente.

el mismo caracter que / que se comprueba integrando que es divergente, con lo que
1

—T

b) Es impropia de intervalo no acotado. La comparamos con [;° e~ = limj_, o —et+1=1

1 1 > dx
<o =7 < [Ty
e +1 ev em+15 e’

Y la integral es convergente.

que es convergente:

3. El desarrollo de Taylor de orden 2 en torno al punto (0,0) es

of of Of s, O°f 2 o f
f(z,y) = f(070)+%\(0,0)$+6fy|(0,0)y+5 <8x2\(0,0)x + 8T;2|(0’0)y + 2axay\(o,0)$y + Resto

Calculamos las derivadas que aparecen en la férmula:

8f X 8f a\xr a2f (L X

’(00 = ael +y)|(0,0) = a, 87y|(0’0) = ael +y)’(0,0) =a, 73:52'(0’0 = a%e*tY) |(00 = a2
62f 2 82f 2 a(x 2
o F3l00) = TV gg) = d?, 73xay|(070) = a0y = a?, (1)

Y el desarrollo es:

1
eV ~ 1 4 ax 4 ay + §(a2x2 + a*y? + 2a’zry)

13



Si queremos aproximar e, lo obtenemos tomando, por ejemplo, z =y =1/2, a =1

~1+1+1+1(1+1+1)—25
=TTy Tol\y T Ty T

4. f(x,y) = 4a%e¥ — 22* — . Tenemos que hallar sus extremos relativos. Calculamos los

puntos criticos:

af =0, o

A Yy 3 _ Y _ 2\ — )

o 8reY — 8z° = 8x(e¥ — z7) 0:{ oV — 2 (2)
of 2y 1y siz=0 = —4e¥ #£0

87/ = drtel —de¥ = sieV =22 = 4ot — 4 =0=1=2 =22=241,y=0 (3)

Y los puntos criticos son (1,0), (—1,0). Veamos si son extremos relativos calculando la matriz

hessiana: 52 52 52
/ 2 f 2 4 f
@:86:‘/—241‘,W:4936y—166y, 920y

= 8ze¥

(16 _12>, H =-16<0, Hy=128>0

Entonces la forma cuadratica es definida negativa y el punto es un maximo relativo.

(‘16 __182>, H =-16<0, Hy=128>0

Entonces la forma cuadrética es definida negativa y el punto es un maximo relativo.
5. El recinto al que hay que calcular el volumen se escribe en cilindricas:
R = {(7“,9,2)/0 <r<a, 0<0<2m, —vV4a? —r? < z < V4a? —7’2}

El volumen que nos piden es:

2 V4a2—r2? 2 9

/dV / / / rdzdrd@z/ —Z(4a® — )3/2\%9—7 (8 — 3v3)a®
VidaZ—r2 0 3

6. El polinomio caracteristico serd (r —i)2(r +i)? = r* + 2r2 + 1, que se corresponde con

la ecuacién diferencial V) + 2y +y = 0. Y hay que resolver la ecuacién no homogénea

y'V) 4+ 2y" +y = e % cosz. La solucién general del problema homogéneo es:
yn(z) = (A + Bzx)cosz + (C + Dz)senx

Como —1+41i no es raiz del homogéneo la solucién particular tiene la misma forma que el término
independiente

yp(x) = e “(acosx + bsenx)

14



Introducimos esta expresién en la ecuacién y calculamos las constantes a = —3/25, b = —4/25,

v la solucién general del problema no homogéneo es:
1
y(z) = yn(z) + yp(z) = (A+ Bzx)cosz + (C + Dz)senz — %e*x(B cosx — 4senx)

7. Buscamos pu(t? + y? = z). Este factor integrante tiene que cumplir

opM — OuN
dy ot
donde
d _d

oy dz ot dz
Y u tiene que cumplir

d d
Wout + 10 = Hotay(t? + y2) + usty
dz dz

Y tenemos la siguiente ecuacion diferencial para pu:

du/dz 8ty B 4 4
po 2ty —Sty(t2 +y?) 142 +y?) 1-—4z

Resolvemos esta ecuacién de variables separadas

o 1
FeT T 14+ )

Inp=—-In(l—-4z) =

Multiplicamos la ecuacién por el factor integrante y resolvemos la ecuacion exacta resultante:

B(t,y) = /M*tydt+h /1_ e dt+h():—%1n(1—4(t2+y2))+h(y)

derivamos con respecto a y

99 y : . dy(t* +y?)
—=——"———+h(y) =N"(t,y) = ———""
Oy 1 —4(t2 +y2) i) (t:y) 1—4(12 + y?)
Despejamos h/(y) = y, con lo que h(y) = y?/2 y la solucién es:
1 2 2 y?
Blty) = g (1~ 4 + 7)) + L = C

8. El sistema que tenemos que resolver después de aplicar la transformada de Laplace es:

sX(s)—xz(0) = =TX(s)+Y(s)+ -
sY(s) —y(0) = —2X(s)—5Y(s)— —

Llamamos z(0) = o, y(0) = yo. Resolviendo este sistema para X (s) tenemos:

z05® + (5 + 59 + yo)s* +25s —37 _ A B Cs+ D

X(s) = sy
() s2(s% + 12s + 37) s PR 52 + s?2 +12s + 37

15



Descomponemos en fracciones simples:
xo=A+C, 5+bxg+y=12A+B+ D, 25 =37TA+ 12B, —37=37B

A=1,B=-1,C=29—1, D=5x9+yo—6
1 1 (xo —1)s+bxo+yo — 6
X(s)=-—-—=
(8) s s2 t (8+6)2+1

Calculamos la transformada inversa

L1 1 (mo—1)(s+6) — 6(zo — 1) + 5a9 + yo — 6
t)y = L7 =-= _
(1) L (S 2T CFEES )
z(t) = 1—t+ (zo—1)e % cost+ (yo — z0)e sent (6)

Introducimos esta expresién en la primera ecuacién

—1+ (=Tz0+ yo + 6)e % cost + (5zg — 6yo + 1)e 'sent
= —7(1—t+ (zg—1)e % cost + (yo — zo)e %sent) + y(t) + 5, (7)

Y despejamos y(t)

y(t) =1—Tt+ (yo — 1)e % cost + (yo — 2z¢ + 1)e %sent

16



22 de junio de 1998

1. Hallar el volumen del sélido limitado superiormente por el cono 2% = z2 + y2, inferiormente

por el plano zy, y por los lados por el cilindro 22 4+ % = 4. (1.5 punto)
2. Hallar las trayectorias ortogonales al haz de curvas y = ¢“*. (1.5 punto)
3. a) Resolver la ecuacién (1 punto):

:L‘zy” —zy +y=Inz

b) Resolver el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales de valores iniciales (1 punto):

¥=x+y+1,
y =z4y+e,
1

4. Hallar la solucién general de la ecuacién (2 puntos):

1 x

1
y' =2ty =g

5. Hallar

///e(x2“”2+z2)3/2dxdydz
T

donde T es la esfera de radio 1. (1.5 puntos)
6. Resuelva la ecuacién diferencial reducible a exacta siguiente (1.5 puntos):

(y+e)+y =0

17



5 de septiembre de 2000

1. Dada la siguiente funcién

(a) Estudia la convergencia de la serie Z f(n). (1 punto)

n=1

(0.9)
(b) Estudia la convergencia de la integral impropia / f(z)dx. (1 punto)
0

(c) Halla el desarrollo en serie de McLaurin de la funcién y la suma la serie (1

1
VvV1+«x
punto)

> 1-3-5-...2n—1
Z(_l)n ( n )
— 2-4-6...2n
n=1

(d) Halla el radio de convergencia del desarrollo de McLaurin de la funcién f. (1 punto)

2. Halla las derivadas parciales de f con respecto a r y 6, después de hacer el cambio de

variable que se indica: (1 punto)

f(z,y) = arctg(g(x,y)), © =rcosf, y = rsend.

3. Calcula el volumen limitado por las superficies z = 22 + y? y 2z = 2 — 22 — y%. (2 puntos)

4. Usando el método de variacién de las constantes resuelve: (1.5 puntos)

4y" + 36y = cosec3z

5. Dos especies de individuos habitan en un mismo territorio. Si x(t) e y(¢) son sus densidades
de poblacién en el instante ¢, en el instante inicial (0) = 10, y(0) = 15y la ley de evolucién

es:

() = y(t) —2¢

Y (t) = —ax(t) +2y(t) — 26

. Qué densidad de poblacién habrd después de un segundo? (El tiempo estd medido en

segundos) (1.5 puntos)
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9 de mayo de 2000

1. Halla el intervalo de convergencia de la serie (1 punto)

* (~1
> gl

3

2. Estudia la convergencia de la serie (1.5 puntos)
>t
= (1+x)"

3. Estudia la convergencia de las siguientes integrales impropias: (1 punto)

dx Ly/1—gl/3
b)/ o e
0

2
) || Zrman

4. Halla la siguiente integral: (1 punto)

27 dx
/0 x1/2(3 _ x1/3)_1/2

5. Estudia la continuidad, existencia de derivadas parciales y diferenciabilidad en (0,0) de la

funcién (2 puntos)

2

flz,y) =14 sen(z? + y2)’ (z,y) # (0,0)
0’ (:an) = (0,0)

Halla la derivada direccional Dgf(y/7/2,0) siendo @ = (v/2/2,v/2/2).

Halla la diferencial df (y/7/2,0) y la ecuacién del plano tangente a f en el punto (y/7/2,0).
6. Calcula el polinomio de Taylor de segundo grado de la funcién f(z,7) = €**~3¥ en torno
al punto (0,0). ;Qué error se comete al utilizar el polinomio en (z,y) = (0.1,1) en lugar

de la exponencial? Este polinomio de Taylor tiene toda una recta de minimos relativos,

halla dicha recta. (2 puntos)

7. Halla el valor minimo que toma la funcién f(z,y) = 22 + (y — 2)? sobre la hipérbola

22 —y? = 1. (1.5 puntos)
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9 de septiembre de 1997

1. Calcular la integral de linea:
/ cos zdx + e*dy + e¥dz
donde o (t) = (1,t,€'), 0<t<2. (1.5 puntos)

2. Sea la serie:

Estudiar su convergencia. (1.5 puntos)
3. Estudiar la convergencia de la integral
1 5
[
0 V1—zt
y en caso de que sea convergente calcular su valor. (1.5 puntos)

4. Estudiar la continuidad, existencia de derivadas parciales y diferenciabilidad en el origen de
la funcién f : R? — IR? definida por:

3 3 1
f(x,y)z W,xsen; s SIQS‘#O

f(0,y) =(0,0)
(1.5 puntos)
5. Hallar las trayectorias ortogonales de la familia 22 + 3y — 3a? = C. (2 puntos)
6. Calcular la solucién del sistema:

—/ ]. 3/2 _ —t/2 ]. . _ o —].
¥ = ( _3/2 —2 )y—i—e REE verificando (0) = 5

(2 puntos)
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7 de junio de 1999

1. Estudia la convergencia de la serie de funciones: (1 punto)
S
(14 x)"

n=1

2. Estudia la convergencia de las siguientes integrales impropias: (2 puntos)

2) /2 dz ) /3 dx
0 ﬁ+3x2/3+x1/5’ 0 (2—:[?)1/3

3. Estudie la continuidad, existencia de derivadas parciales y diferenciabilidad en el origen

de la funcién

2
Yy
o T o> ) 07 0
flz,y) = { 2?2 + g2 (@.9) #(0,0)
0, (z,y) = (0,0)
Halle Dy f(0,0) siendo @ = (cosé,senf).
0 0
.Se verifica la igualdad Dgzf(0,0) = a—i(o, 0) cos 0+ 85(0, 0) sen 8?7 Justifique la respuesta.

(1,5 puntos)

4. Halle los extremos relativos de la siguiente funcién: (1 punto)
f($>y) = (:UQ + y2)2 - 2(12(1'2 - y2>7 a#0

5. En una esfera de ecuacién x? + y? + 22 = 4 se hace un taladro cilindrico de radio 1 cm,
cuyo eje coincide con un didmetro de la esfera. Calcule el volumen quitado al efectuar el

taladro cilindrico. (1,5 puntos)

6. Resuelva el problema de valores iniciales: (1,5 puntos)
Y +y=sec’(z), y(0)=1, y(0)=1/2.
7. Elija uno de los siguientes ejercicios: (1,5 puntos)

a) Halle la ecuacién de la curva de la familia ortogonal a y = 4z + 1 + Ce*® que pase
(a) g y que p

por el origen.

(b) Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

Y = 3y —yo +4e*,
Yy = —y1+3y2 +4e’”,

siendo y1(0) = y2(0) = 1.
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2 de mayo de 2001 (corregido)

oo n
1. Sabiendo que e” = Z x—‘ (2 puntos)
n

n=0 """
(a) Determina el radio de convergencia de esta serie de potencias.

Calculamos la convergencia de la serie mediante el criterio de la raiz. Tenemos que

NI A .1
lim {/|—|<1=|z| lim {/— <1.

1

! 1
lim (/= = lim " = g " — i —0

se debe que cumplir

Ahora bien,

)

luego como se cumple que lim, o { |%L‘ < 1 para todo x € IR, el intervalo de

convergencia es todo IR.
NP R

(b) Calcula Z o Z CEIk

n—=2 n=2

i. En este caso vamos a anadir los terminos que le faltan a la serie para que empiecen
desde el mismo sitio. Tenemos pues que
[o.¢] o o
G AR S GO L A o N Gt O _

|
n=2 o n=1 : n=0

ii. Vamos a ir manipulando la serie. Tenemos
o0 oo o0 o0
3n+2 3t 3" ( 39 17
AN SN RIS o LAY | A S :3<63).
= (n+1)! = (n+1)! = n! —nl 2 2
(c) Sabiendo que si consideramos 4 cifras decimales e = 2.7183, ;cudntos términos del
desarrollo de Taylor es necesario tomar para aproximar e con un error menor de

10727,

Vamos a ir calculando los terminos del sumatorio. Tenemos

1
agp 0!:1, so =1,
L g —1a1=2
al_ﬂ_ , s1=14+1=2,
11 1

— = — :2 7:2.5
an 2' 27 59 +2 )
¥ R vy
B=g T BT AT g Ty T e
o666 L — 27084

MU= Ty T o4 =

1

a5 = — = 0.00833, s5 = 2.7084 + 0.00833 = 2. 7167

~ 5l

luego necesitamos cinco terminos.
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2. Calcula las siguientes integrales: (2 puntos)

4 dzx o0 2 2 1
a) / —5, 0) / e T a?dz, ¢ / Inzdr, d) / Inz dzx.
o (z—2) 0 1 0

(a) En este caso tenemos que darnos cuenta de que el denominador tiene un cero en x = 2

luego tenemos que separar la integral en dos intervalos

Si cualquiera de estas dos es divergente, su suma es divergente ya que las dos son

positivas. Si simplemente hacemos un cambio de variable del tipo

/2 de | t=x-2 _/Odt_/th
0 (:L'—2)2_ dt = dx ) ot Jo 2

llegamos a una integral que sabemos que es divergente.

(b) El cambio de variable que hay que hacer es t = 22, dt = 2xdzx, para obtener

o0 1 [ 1 3 1
/ e pdy = f/ et dt = =T <) = —\/7.
0 2 Jo 2 \2

4

(c) Como tenemos dos apartados sobre la misma integral, vamos a calcular la integral

indefinida. La vamos a hacer por partes

/lna:dx:{u:hlx dv:dw}zmlnx—/dwlenx—x

du:%da: V=2

Sustituyendo, tenemos que la integral definida vale

2
/ Inzder=2In2—-2-0+1=2n2-1
1

(d) En este caso, lo que tenemos la funcio a integra no esta definida en el extremo inferior,

pero tenemos calculada la integral explicitamente. La cuenta es

1 1 1
/ Inzdr = lim lnxdleim[xlnx—a:];zl—limelnszl—limnTsz
0 e—0 J¢ e—0 e—0 e—0 z
1
= 1-lim—=

=14lime=1.
e—0
luego la integral es convergente.
3. Dada la funcién f(z,y) = e"senz + e? seny, se pide:

(a) Hallar vector gradiente de f en un punto arbitrario de IR?.
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Calculamos las derivadas parciales

0

a—f = e’sinx + e“cosx = €” (sinx + cosx)
T

of — Y Y — oY (&

a—y = e’siny+e’cosy =e (81ny+cosy)

luego

Vf(z,y)= (e (sinx + cosz),e’ (siny + cosy)).

(b) Hallar la derivada direccional de f en el punto (0,0) en la direccién 6 = /4.

Como sabemos

v
Dyf=Vf-r.
o]
El vector unitario en la direccién § = 7/4 es (cos@,sinf) = (cosw/4,sinmw/4) =

(%ﬂ, l\/5) , luego
L%f(QO):(1J)-(;v6,;v§>=:¢i

(c) (Es diferenciable la funcién en (1,0)?
Si, ya que es composicion de funciones diferenciables.

(d) Hallar la direccién 0 para la que Dy f(0,0) = 0.

Operando tenemos
Dyf(0,0) = (1,1) - (cos#,sin @) = cosf + sinf = 0,
y entonces, § = 3w /4 + km, Vk € Z.

4. Halla las derivadas parciales de la funcién f con respecto a r y 0, después de hacer el

cambio de variable que se indica: (2 puntos)

f(z,y) =3 (x4 g(z,y)), = =rcosf, y=rsend.

Llamemos u = x + g (z,%) . Tenemos pues que f (z,y) = In® (u) . Derivemos ahora por la

regla de la cadena.

af _ 31n? (u) Ou

or uw O’
of _ 31n? (u) Ou
9 w06

Calculemos ahora la derivada de u. Tenemos

Oou Ou Ox Ou 8y_<

Ou Ou dxr  Ou 0y _(

0 o .
1+8xg> cosG—l—afyg&nQ

e A 1+8>r5in0+a r cos 0
90 9z 00 0y 90 g g

oz oy
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of 0f Ox [ 0f 9y 3In*(u)du 3 (w)du .,
or Oz 6r+8y or U 83:(:086—{_ U 8ysm9_
2
:?’ln(u)[(l—i-ag)cos&+agsin0}
U Ox y
O _Of D 0 0y S G, 0 g
90 _or 90 "oy 96w gy S0+ 5, reost

5. Calcula los puntos criticos de la siguiente funcién y clasificalos: (2 puntos)
f(z,y) =zt + y* + 62%y% + 823
Calculamos el gradiente que es
Vf(z,y) = (4:103 + 12zy? + 2422 49 + 12x2y>

y lo igualamos a cero. Tenemos

4o + 122y* + 2422 = 0 x (42® 4+ 12y + 242) = 0
49 +122%y =0 y (4y% + 1222%) = 0

La segunda ecuacion solo se anula cuando y = 0. En cuanto a la primera, se anula eviden-
temente, cuando x = 0, luego tenemos ya el punto P; = (0,0) . El parentesis de la primera
ecuacion para y = 0, es

42 +24r =0=2=0,2 = —6
luego el siguiente punto es Py = (—6,0). Veamos el hessiano.

[ 1227 +12y% + 482 24xy
Hf (z,y) = ( 24xy 1292 + 1222 |-

Analizemos el primer punto.
0 0
oo (28).

No nos da ninguna informacién, pero podemos ver como se comporta la funcién cerca de
ese punto. Si y = 0, Tenemos que la funcién es g (z) = f (z,0) = 23 (z + 8) . Analizamos

esta funcién. Tenemos
g (z) = 32% (z + 8) + 2% = 4a3 + 2422,
g" (x) = 122% + 48z,
" (z) = 24x + 48.

Vemos que para z = 0, se anulan la primera y segunda derivada pero no la tercera, por lo

que este es un punto de inflexién.

Analizemos ahora el otro punto. Tenemos

12 - 62 + 48 (—6) 0 144 0
Hf(m’y):< 0 12(—6)2>:< 0 432)

Por lo que P; es un punto de inflexiéon y P> es un minimo
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FACULTAD DE CIENCIAS QUIMICAS EXAMEN FINAL

Departamento de Matemadticas Primero de Licenciatura en Quimicas

Universidad de Castilla-La Mancha 6 de Junio de 2007

gEXAMEN DE CALCULO

1. (a) Calcula

lim o (n+1)(n+2)...(n+n)

n—oo nmn

/°° dx

0 1'3 +5

2. (a) Consideramos las funciones f(z,y) = (22 —y* + 2y, ¥*> — 1) y g(u,v) = (u + v, 2u,v?). Sea
h = go f y denominemos hi, ho, y h3 a las componentes de h. Hallar %(1, Dy %—?(1, 1).

(b) Estudia la convergencia de

(b) Halla los extremos relativos de la funcién f(x,y) = % + % con p, g # 0 si:
1°)p<0yqg>0
29y p<0yq<O.

3. Calcula
// (z +y)cos(x + y)dzdy
D

siendo D el paralelogramo delimitado por las rectas s +y =0,y =z, y =z — 2,y =1 —x.

Observaciones:
e Si tienes que presentarte a una 6 dos partes incluida Célculo, tienes que hacer todos los ejercicios.

e Si tienes que presentarte a tres 6 cuatro partes incluida Célculo, tienes que hacer los ejercicios 2.

y 3.
EXAMEN DE ECUACIONES DIFERENCIALES

1. Resuelve la ecuacion diferencial A
! 5 x

y ——y=a’e
x

2. Resuelve la ecuaciéon diferencial B B
y +3y — 4y = be

3. Resuelve el sistema:

J‘it

92 — 3z +y+ 3t
=2z —dy+e’

Observaciones:

e Si tienes que presentarte a una 6 dos partes incluida Ecuaciones Diferenciales, tienes que hacer todos

los ejercicios.
e Si tienes que presentarte a tres 6 cuatro partes incluida Ecuaciones Diferenciales, tienes que hacer

los ejercicios 2 y 3.



FACULTAD DE CIENCIAS QUIMICAS EXAMEN FINAL
Departamento de Matemadticas Primero de Licenciatura en Quimicas

Universidad de Castilla-La Mancha 18 de Julio de 2007

EXAMEN DE CALCULO

1. (a) Estudia la convergencia de la integral

/ o dx
0o Va3 +1
(b) Halla los maximos y mfnimos de la funcién f(z,y) = 25 + 42 — 4xy + y? sujeto a la restriccion

x? + 9% = 25.

&)
2. (a) Dada la serie de potencias Y n! (%)n calcula su intervalo de convergencia.
n=1

(b) Dada la funcién

(z—y)*
T = z2+42y2) (’I}, y) 7é (0, 0)
ey { 0. (z,y) = (0,0)

estudia su continudad, existencia de derivadas parciales y diferenciabilidad en el origen.

/ / zydxdy
D

siendo D = D; U D5 el dominio indicado en la figura.

3. Calcula la siguiente integral

3

25+ B
2l x2+y2=4 i

X+y=2

Observaciones:
e Si tienes que presentarte a una ¢ dos partes incluida Célculo, tienes que hacer todos los ejercicios.
e Si tienes que presentarte a tres 6 cuatro partes incluida Célculo, tienes que hacer los ejercicios 2.

y 3.
EXAMEN DE ECUACIONES DIFERENCIALES

1. Resuelve la siguiente ecuacion diferencial

t(t +y)dy = (> +y°)dt

2. Resuelve la siguiente ecuacién diferencial
y" — 6y’ + 9y = sen3t + €
3. Resuelve el sistema:
9 = 3z — 4y + 4
L= —z+ 3y + 4e
con condiciones iniciales z(0) = y(0) = 1.
Observaciones:

e Si tienes que presentarte a una 6 dos partes incluida Ecuaciones Diferenciales, tienes que hacer todos

los ejercicios.
e Si tienes que presentarte a tres ¢ cuatro partes incluida Ecuaciones Diferenciales, tienes que hacer

los ejercicios 2 y 3.

Por favor. indica en cada parte del examen el nimero de partes a las que tienes que presentarte.



FACULTAD DE CIENCIAS QUIMICAS
Departamento de Matematicas Primero de Licenciatura en Quimicas

Universidad de Castilla-La Mancha 19 de Mayo de 2009

EXAMEN DE ECUACIONES DIFERENCIALES

1. Resuelve la ecuacion diferencial
o 3ty + 292
yE e

2. Sabemos que un material radiactivo se desintegra proporcionalmente a la cantidad existente en cada

momento, es decir

dN
— = —-AN
dt

En una prueba realizada con 60 mg de este material (i.e. Ny = 60) se observé que después de 3
horas permanecia el 80% de la materia. Se pide:

(a) Resolver la ecuacién diferencial

(b) Calcular el valor de A

(¢) Qué cantidad de material permanece cuando ¢ = 5 horas?

(

d) Para qué valor de t, la cantidad de material es 1/4 de la cantidad inicial?

3. Una particula se mueve a lo largo del eje x seguin la ley
2 +4x' + 13z =0

Si dicha particula empieza su movimiento en = 0 (i.e. #(0) = 0) y con una velocidad inicial de
6m/s (i.e. 2’(0) = 6), hallar:

(a) (t)

(b) los tiempos en que se producen las paradas (i.e. los ¢ para los que 2/(t) = 0)

4. Resuelve el sistema:

'=-3x+y+3t
y =22 —4y+ et



PARTE DE ECUACIONES DIFERENCIALES

1. En cierto cultivo de bacterias la velocidad de aumento es proporcional al
namero presente, es decir N'(t) = AN(t) donde N(t) es el numero de bac-
terias en el instante t medido en horas. Si se ha hallado que el nimero
de bacterias se duplica en 4 horas, qué nimero cabe esperar al cabo de 12
horas? (La solucion quedara en funcion del nimero inicial de bacterias Ny).

2. Resulve el siguiente problema de valor inicial
y(t) +y(t) = ¢ (1)

y(0) =1 (2)

3. La ecuacion diferencial z”(t) + 92(t) = 3 describe la posicion z(t) de un
objeto enganchado al final de un muelle. Se pide:

a) Resuelve la ecuacion diferencial sabiendo que la posicion inical del objeto
es £(0) = 1/3 y su velocidad inicial z/(0) = 0.

b) Calcula la posicion del objeto al cabo de 10 s.

4. Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales
2 (t) =2z + 4y (3)

y(t) = —z+6y (4)
sabiendo que x(0) = —1 e y(0) = 6.

Observaciones:
e Si te presentas a una 6 dos partes tienes que hacer todos los ejercicios.
e Si te presentas a tres partes tienes que hacer los ejercicios 1, 3 y 4.
e Si te presentas a cuatro partes tienes que hacer los ejercicios 1 y 4.



PARTE DE ECUACIONES DIFERENCIALES

1. Entre los alumnos de la asignatura de Ecuaciones Diferenciales se extiende
el rumor (falso) de que el examen de problemas va a ser muy dificil. Si
hay 100 alumnos de dicha asignatura y el rumor se extiende de manera
proporcional al nimero de alumnos que todavia no lo han oido (es decir
N'(t) = A(100 — N(t)), siendo N(t) el nimero de alumnos que conocen el
rumor en el instante t, medido en dias), cuantos dias tardaréan en saberlo
95 alumnos, sabiendo que a los dos dias lo sabian 85 alumnos?.

Nota: El rumor en el instante inicial no es conocido por ningtn alumno,
sino que viene de una fuente externa.

2. Resuelve la siguiente ecuacion diferencial

(cost — tcosy)dy — (seny + ysent)dt = 0 (1)

3. Una ecuaciéon importante en la teoria de oscilaciones forzadas en sistemas
mecanicos o eléctricos es la ecuacion diferencial no homogénea

d d
md—a; + cd—f + kx = Fycoswt. (2)
Suponiendo que m = 1l,¢c = 0,k = 1,Fy = 1 y w = 2, resuelve dicha

ecuacion diferencial si z(0) = 1y 2/(0) = 0.

4. Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales
P(t)=y+et 3)
yt)=z+e (4)
Observaciones:
e Si te presentas a una 6 dos partes tienes que hacer todos los ejercicios.

e Si te presentas a tres partes tienes que hacer los ejercicios 1, 2 y 4.
e Si te presentas a cuatro partes tienes que hacer los ejercicios 2 y 4.
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