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Resumen

En este trabajo presentamos estimas a priori del error refinadas para formulaciones
mixtas aumentadas. Especificamente, bajo hipdtesis razonables, mas la utilizacion de
la formulacién de elementos finitos tradicional y la formulaciéon mixta dual, obtenemos
estimas a priori del error independientes para cada una de las incégnitas involucra-
das, las cuales para soluciones suficientemente suaves, mejoran el resultado conocido.
Finalmente, se incluyen ejemplos numéricos que confirman el resultado tedrico.

1. Introduccion

Sea € un dominio acotado simplemente conexo de R? con frontera poligonal I'. Dado
f € L*(), consideramos el problema modelo: Hallar u € Hg(Q) tal que

—Au=f en Q, u=0 en T. (1)

Denotamos por Vj, al subespacio de elementos finitos de H{(£2). Cuando la solucién u €
H} () de (1) se aproxima por u§ € V}, usando el método de elementos finitos tradicional,
se satisface que

a(u,v) :/vadx Vo € HYQ), alu,vp) :/vahdw Vo, € Vi, y  (2)

alu—uj,vp) =0 VYo, €V, (3)

donde la forma bilineal a : Hg(2) x H} () — R estd definida por a(w,v) := [, Vw- Vv dz.
La matriz asociada al esquema discreto resulta ser simétrica y definida positiva, las cuales
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son propiedades muy apetecidas al momento de escoger métodos de resolucién veloces
(ver [2], [4], [6] y [7]). Sin embargo, cuando estamos interesados en aproximar el flujo, es
bien sabido que los métodos mixtos entregan mejor aproximacién de éste. Para deducir
esta formulacién, re-escribimos la ecuacién (1) como el siguiente sistema de primer orden:
Hallar u € H}(Q) y o € H(div; Q) tal que

oc=—Vu en Q, dive =f en Q. (4)

Luego, procediendo de manera usual, obtenemos la siguiente formulacion variacional mixta

dual de (4): Hallar (o, u) € H(div;Q) x L*(Q) tal que
dlo,7) —blu,7) =0 V7eH(div;Q),
2 5)
b(w, o) :/fwda: Vwe L7 (),
Q

donde las formas bilineales d : H(div;) x H(div;Q) — Ry b: L?(Q) x H(div;Q) — R
estan dadas por

d(¢,r) ::/QC-de v b(w,T) ::/deiv(r)d:v,

Usando la condicién de Babuska-Brezzi puede demostrarse que existe una tnica solucién
(o,u) € H(div;Q) x L*(Q2) de (5). Sin embargo, para el esquema discreto esta condicién
no siempre se satisface, por lo cual necesitamos adicionar algunas hipétesis. Para este fin,
sean Wy, C L*(Q) y ¥j, C H(div; Q) los respectivos subespacios de elementos finitos. En
lo que sigue, suponemos que

(A1) Wy, = div Zy,.
(A2) La condicién de Babuska-Brezzi se satisface uniformemente.

Bajo estas hipotesis, la siguiente version discreta de (5): Hallar (o}, u}') € 3j, x W), tal
que
dloy,mh) —bup,Ty) =0 V7,€%,,

(6)

b(wp, o) / fwp dx Ywp € Wy,
Q
tiene una tnica solucién (o}, uy") € Xp, x Wy, v se satisface las siguientes condiciones de
ortogonalidad
dlo —o},mh) —blu—up',7) =0 V7,5, (7)

b(wp,0 —o}') =0 Yuw, € W,. (8)

Ademas, si W}, contiene a las funciones constante a trozos y f es una funcién constante a
trozos, entonces (Al) implica que estos esquemas poseen una propiedad de conservacién
de masa local, en el sentido que div (o — o) = 0 en cada elemento de la triangulacién.
Desde el punto de vista practico, la naturaleza de punto de silla que poseen los métodos
mixtos duales conlleva una serie de dificultades. Por ejemplo, la hipétesis (A1) implica
que no es posible usar el mismo orden de interpolacién para los subespacions de elementos
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finitos, definidos con respecto a la misma tridngulacién, para ambas incégnitas. Mds ain,
la matriz asociada al sistema de ecuaciones lineales a resolver, suele ser indefinida (ver [5],
(8], [9])-

Una forma de saldar dichas dificultades consiste en utilizar técnicas de estabilizacion.
Los métodos mixtos aumentados son un caso particular de las técnicas de estabilizacién
que mantienen la propiedad de conservacién de masa local. Para deducir la formulacién va-
riacional mixta aumentada asociada a (4), seguimos el camino expuesto en [1], e incluimos
los siguientes términos de cuadrados minimos

%/(Vu—l—a)-(Vv—T)dx —0 V(v,7) € HY(Q) x H(div:Q), )
Q

/div (o) div (1) dx = /fdiv (t)dx VT € H(div;Q). (10)
Q Q

De este modo, sumando las ecuaciones (5), (9) y (10), obtenemos la formulacién: Hallar
(o,u) € H:= H(div; Q) x H}() tal que

A((o,u), (T,v)) = F(T,v) V(r,v) e H, (11)

donde la forma bilineal A : H x H — R, y el funcional lineal F': H — R vienen dados por

A((¢,w), (T,v)) ::/QC-wa— /deiV(T)dx—i—/vdiv(C)dw

. (12)
+ [ div@div(ryde + 5 [ (ut¢) (Vo-7)ds,

F(r,v) ::/fvdzn—l—/fdiv(T)dm, (13)
Q Q
para todo ({,w), (7,v) € H. No es dificil ver que la forma bilineal es continua y coerciva
en H (ver Teorema 2.1 en [1] para detalles). De este modo, el Lema de Lax-Milgram
implica que la solucién (o,u) € H es tnica y dados los subespacios de elementos finitos
Vi, C H(Q) y ¥, C H(div; ), existe un tnico par (o%,u?) € Hy, := ¥ x Vj, tal que
A((ah,up), (Thyon)) = F(Th,on) Y (Th,vp) € Hy, (14)

y se satisface la relaciéon de ortogonalidad

A((o — oy, u—upy), (Th,vp) =0 V(Th,v4) € Hy. (15)

2. Estimas a priori refinadas

Lema 2.1 Asumimos (Al). Entonces se tiene que

1 1 1
A((On,nn), (On,mn)) = §d(0 — o}, 0h) — 3 b(u —uy,, 0y) + 3 b, o —ay'),  (16)
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Demostracién. De (15) tenemos que:

A((On,nn), (On,mn)) = A((On, ), (On,mn)) + Al — af,u—ufy), (On, 1))

= Ao — o u—1), (8, 14))

de donde, usando la definicién de A (ver ecuacién (12)), luego (3) e integrando por partes,
obtenemos

A(Om), Orm)) = 5 /Q (o~ o})-Onde— /Q (u— ) div (8) da

+ %/nhdiv(a—a}?)dm + /div(a—oﬁ)div(@h)dx
Q Q

Ademis, de la hipétesis (A1) y (8), tenemos que [, div (o — o) div (0) dz = 0, por lo
tanto la demostracién se sigue de las definiciones de las formas bilineales d y b. O

En lo que sigue, con el objetivo de reformular (16), introducimos el siguiente problema
auxiliar: Hallar (k,w) € H tal que

k=-Vw en Q y divk =divl, en Q. (17)

Claramente, existe un tinico par (k,w) € H(div;Q) x L?(Q) tal que
d(k,T) — b(w,T) + b(q,k) = /Qdiv (0r) qdz Y (T,q) € H(div;Q) x L*(Q), (18)
més adn, bajo las hipdtesis (A1) y (A2), existe un tnico (kp,wy) € X X W), tal que
d(kn, T1) — b(wn, Th) + bgn, kn) = /QdiV (0r)andz ¥ (Th.qn) € Zp x Wy (19)

El siguiente lema serd de gran utilidad para re-escribir (16).

Lema 2.2 Suponemos vdlidos (A1) y (A2). Sean (k,w) € H(div;Q)x L2(Q) y (kp,wy) €
Xn X Wh, las soluciones de (18) y (19), respectivamente. Entonces para todo qp € Wy, se
cumple

dlo —o0}',0,) =d(o — o}k, — k) + b(w—qp, 0 — o)),
y para todo vy, € Vj,

bu—up,0p) = alu —ujp,w—vy).

Demostracién. Ver Lema 3.3 en [3] para detalles. O
Una aplicacion directa de los Lemas 2.2 y 2.3 es el siguiente resultado.

Lema 2.3 Para todo wy, € Wy, y vy, € V, tenemos

1 1 1
A((On,nn), (On,mn)) = gd(a—aﬁl,ﬁh—ﬁ) + b(w—qh+§nh,a—a?) - §G(U—UZ,W—%)

Demostracion. Es consecuencia directa de los Lemas 2.1 y 2.3. g
Ahora, estamos en posicién de establecer el resultado principal de esta nota. Para ello,
introducimos las siguientes hipétesis
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(A3) Para todo f € L?(2) existe C' > 0 tal que la solucién u de (1) satisface
lull g2 < el fllzz@) -
(A4) Para todo T € [H'(2)]? con divT € HY(Q), existe 75, € ¥}, tal que
I7 = Thllizzpe < ChllTlimipe v o Idive —divrallpe) < Chlldiv T gg)-
(A5) Para todo v € H?(Q), existe vj, € Vj, tal que
[v = vrllai < Chlvlg2@) -

Notamos que (A3) implica que el problema (1) es H?(2)—regular, lo cual se satisface
si la frontera I tiene la regularidad suficiente o si  es convexo (ver Teorema 1.1.8 en [§]
para detalles). Bajo este supuesto, tendremos que (k,w) € H(div; ) x L?(2), la solucién
del problema auxiliar (17), tiene la misma regularidad adicional y se satisface

&l ()2 < llwllg2@) < Clldiv Ol L2) < CllOkll m(dgiv;0) - (20)

Las hipétesis (A4) y (A5) son relativas a propiedades de aproximacién de los subespacios
Yn v Vi. Ellas se cumplen, por ejemplo, para espacios de elementos finitos de Raviart-
Thomas y de tipo Lagrange, respectivamente (ver [5], [9], [2], [4], [6] v [7]).

Teorema 2.1 Suponemos vdlidas (A1) — (A5). Entonces existe C > 0, independiente de
h, tal que
10n, )|l < Chll(o — o), u—uj) ||

Demostracién. Primero notamos que la coercividad de la forma bilineal A(-,-) y el Lema
2.3 implican que existe a > 0 tal que para todo g, € Wy, y vy € V}, tenemos

all@n. )l < A(On,mm). (On, 1))

= 1d(o— ol Ky —K) + blw—q, + 3np,0 — o) — alu — u, w — vp)

IN

o — oz ey (nnh S %nhnm(m)

+llu — uj || ) lw — valla @)

donde (k,w) € H(div;Q) x L?(Q) v (kn,wp,) € Xj, x Wy, son las soluciones tinicas de los
problemas auxiliares (18) y (19), respectivamente.

Ahora, eligiendo ¢, € W como la proyeccién L?-ortogonal de w + %nh sobre W,
vy, € Vj tal que (A5) se satisface, y notando que (A4) y (20) implica que [|kp —&l|[z2(q)2 <
C h||0n| H(div ), obtenemos

18, m0)l7x < C b llo—o R lz22 (10| aiv )l ) + C B llu—13 || 1@ 10| aiv )

de donde la demostracion se sigue facilmente. ([l
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Observamos que una consecuencia directa del Teorema 2.1 es la posibilidad de obtener
estimas a priori refinadas para el método mixto aumentado; por ejemplo, si V}, es el espacio
de los polinomios cuadraticos continuos (P2), y 3, el espacio de Raviart-Thomas de orden
maés bajo (RTp). Bajo el supuesto de regularidad adicional de la solucién u de (1), esto
es, u € H3(f), tenemos que la estima a priori del esquema aumentado sélo d4 un O(h)
(ver Teoremas 3.1 y 3.2 en [1]), mientras que, por una simple desigualdad triangular y el
Teorema 2.1 obtenemos

lu =il o) < llu—wilme) + Chll(o — o u— ) |m < Ch2.

En otras palabras, en algunos casos, el Teorema 2.1 nos permite mejorar la estima a priori
para un esquema mixto aumentado. Por supuesto, una observaciéon similar ocurre con
o — o} || 5 (dgiv ;0)- Resaltamos esta observacién en el siguiente corolario.

Corolario 2.1 Bajo las mismas hipotesis del Teorema 2.1, existe C > 0 tal que

= w0y < 1w = sy + C bl (o = o = i)

lo = ohllaiv.a) < llo = oy lla@v.o + Chll(e — o), u—u})lla.

Demostracién. Es consecuencia de la desigualdad triangular y el Teorema 2.1. O

Finalmente, hacemos notar que el Corolario 2.1 también nos da la posibilidad de trans-
ferir los resultados de superconvergencia desde la formulacién tradicional y la mixta al
método mixto aumentado.

3. Ejemplos numéricos

En esta seccién presentamos ejemplos numéricos ilustrando el resultado del Teorema
2.1 y el Corolario 2.1. Todos los resultados numeéricos expuestos en este trabajo fueron
obtenidos usando un cédigo escrito en Matlab. Ademads, los errores en cada tridngulo
fueron calculados usando una regla de cuadratura de 7 puntos.

En lo que sigue, los errores individuales estan definidos por

eg(o}) = |[lo— U?HH(div;Q)a eg(0}) = [lo — U‘ZHH(div;Q),
ey(up) = |u— UZ’Hl(Qw ey (up) = |u— U?L’HI(Q)7

eu;(ui) = |uj, — u2|H1(Q)’ and eag‘(ai) = |lop — U?LHH(div;Q),

donde (o,u) € H, (o}, u}}) € Xp x Wy, (of,uy) € Xp x Vp,, y uj € V3 son las soluciones
unicas de (4), (6), (14) y (2), respectivamente. Ademds, introduciomos las razones de
convergencia experimentales

 logleap(o})/epp(ah)

ny _ lozleo(o})/ ey o})

ro (o log(h/) - Top(oh) log(h/h') ’
ro(oh) i— log(eq (0},) /e (0})) () = log(eq (uj,) /€, (u}))
o\Tn) = log(h/H) ) log(h/R)
o log(eu; (uf)/es (uf) ay . log(ey(ud)/e), (u))
ru (Uh) 1= log (/1Y) vomd) =
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donde eq(-) y eg(-) (resp. eu(-) y €,(-), eap (1) ¥ e;,.Zl('), oeyu()y e;Z(-) ) denota los
errores correspondientes a dos triangulaciones consecutivas con tamano de mallas h y I/,
respectivamente.

Tomamos 2 como ]0,1[%, y elegimos el dato f tal que la solucién exacta resulta ser
u(x1,x9) = 21 x2(r1 — 1)(22 — 1). Observamos que la solucién es suficientemente regular,
es decir, estd en H2(2). Esto, de acuerdo al resultado tradicional, da 1 como razén de
convergencia esperada, cuando se utilizan espacios de orden mas bajo. Luego, la razon
de convergencia de la comparaciéon de las diferentes aproximaciones deberia ser 2. Los
espacios de elementos finitos X, Vj, y Wy, para aproximar H(div;Q), HY(Q) y L3*(Q),
se escogen como Raviart-Thomas de orden més bajo (RTp), lineales a trozos y continuas
(Py) y constante a trozos (Fp), respectivamente.

En la Tabla 1 damos los errores individuales y sus respectivas razones de convergencia
para ambas incdgnitas, en una sucesion de mallas uniformes. Aqui, dada una triangulacién
uniforme inicial, cada malla subsiguiente se obtiene de la previa dividiendo cada triangulo
en los cuatro resultantes de unir los puntos medios de sus aristas. Notamos que las razones
de convergencia obtenidas para este caso, confirma las estimas a priori “clasicas”. Ademas,
en la Tabla 2 damos los errores de la comparacién de las diferentes aproximaciones y sus
respectivas razones de convergencia, lo cual estd en correspondencia con lo predicho en el
Teorema 2.1.

h eg(o)) | ra(o}})) | ea(oy) | ra(op) eu(uj) ry (u3,) e (uj) ry (uj)
0.3536 | 1.005E-1 — 1.005E-1 — 5.882E-2 — 5.900E-2 —
0.1768 | 5.126E-2 | 0.9716 | 5.126E-2 | 0.9717 | 3.017E-2 | 0.9634 | 3.019E-2 | 0.9665
0.0884 | 2.576E-2 | 0.9929 | 2.576E-2 | 0.9929 | 1.518E-2 | 0.9907 | 1.518E-2 | 0.9916
0.0442 | 1.289E-2 | 0.9982 | 1.289E-2 | 0.9982 | 7.603E-3 | 0.9977 | 7.604E-3 | 0.9979
0.0221 | 6.449E-3 | 0.9996 | 6.449E-3 | 0.9996 | 3.803E-3 | 0.9994 | 3.803E-3 | 0.9995

Tabla 1: Errores individuales y razén de convergencia usando RTy, P v Fo.

h e (up) | rus (uy) | egm(oy) | ror(oy)
0.3536 | 7.485E-03 — 2.459E-03 —
0.1768 | 2.023E-03 | 1.8877 | 6.500E-04 1.9197
0.0884 | 5.157E-04 | 1.9716 1.649E-04 1.9790
0.0442 | 1.296E-04 | 1.9928 | 4.137E-05 1.9947
0.0221 | 3.243E-05 1.9982 1.035E-05 1.9987

Tabla 2: Comparacion de diferentes aproximaciones usando R1y, P y FPy.

Finalmente, para ilustrar el Corolario 2.1, notamos que la solucién v tiene regularidad
suficiente, en particular v € H3(2). En Tablas 3 y 4 damos los errores individuales, el
error de las comparaciones, y las razones de convergencia para ambas incégnitas, en una
sucesién de mallas refinadas uniformemente. Usamos Raviart-Thomas de orden més bajo
(RT)), polinomios cuadréticos a trozos y continuos (FP») y constante a trozos (FPy) como
espacios de elementos finitos para H(div; ), H'(Q) y L?(2), respectivamente. Vemos en
estas tablas que la razén de convergencia de la aproximacién de o es O(h), mientras que
para la varaiable u y las respectivas comparaciones son O(h?), lo cual ilustra los resultados
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del Corolario 2.1 y Teorema 2.1, para el esquema aumentado. Recordamos que la estima
“clésica” para la formulacién aumentada sélo nos da O(h) para este caso (ver Teoremas
3.1y 32en [1)).

h

ec(0}) | ro(0y) | eo(oy) | ro(oh) | ewl(un) | ruluy) | eu(up) | ru(up)

0.3536 | 1.00516E-1 — 1.00515E-1 — 8.263E-3 — 9.639E-3 —

0.1768 | 5.12571E-2 | 0.9716 | 5.12570E-2 | 0.9716 | 2.110E-3 | 1.9694 | 2.467E-3 | 1.9663

0.0884 | 2.57551E-2 | 0.9929 | 2.57551E-2 | 0.9929 | 5.305E-4 | 1.9918 | 6.204E-4 | 1.9915

0.0442 | 1.28934E-2 | 0.9982 | 1.28934E-2 | 0.9982 | 1.328E-4 | 1.9979 | 1.553E-4 | 1.9979

0.0221 | 6.44870E-3 | 0.9996 | 6.44870E-3 | 0.9996 | 3.322E-5 | 1.9995 | 3.884E-5 | 1.9995

Tabla 3: Errores individuales y razén de convergencia usando RTy, P> y Fp.

h e (up) | rus(up) | egr(opn) | rop(o})
0.3536 | 4.965E-03 — 4.11793E-04 —
0.1768 | 1.278E-03 | 1.9578 | 1.27774E-04 1.6883
0.0884 | 3.216E-04 1.9907 | 3.36821E-05 1.9235
0.0442 | 8.051E-05 | 1.9979 | 8.53255E-06 1.9809
0.0221 | 2.013E-05 1.9995 2.14521E-06 1.9919

Tabla 4: Comparacion de diferentes aproximaciones usando RTy, Py Pp.
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