XXI CONGRESO DE ECUACIONES DIFERENCIALES Y APLICACIONES
XI CONGRESO DE MATEMATICA APLICADA
Ciudad Real, 21-25 septiembre 2009

(pp. 1-9)

Simulaciéon numérica de fumarolas negras en el océano

M. Braack!, J. CARPIO?

1 Mathematisches Seminar, Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel (Alemania,).
E-mail: braack@math.uni-kiel.de
2 Dpto. Ing. Organizacidn, Adm. Empresas y Estadistica,
Universidad Politécnica de Madrid. E-masil: jaime.carpioQupm.es.

Palabras clave: Fumarolas negras, fluidos en medios porosos, simulacién numérica, método semi-

lagrangiano, método de elementos finitos

Resumen

En esta comunicacién se presentard el problema de la formaciéon de fumarolas
negras ('black smokers’), fuentes hidrotermales en el fondo del océano localizadas
comunmente en lugares volcanicamente activos como son las dorsales oceanicas. El
comportamiento de estos penachos de agua caliente estd muy condicionado por las
inestabilidades fisicas causadas por los términos convectivos en el medio poroso donde
se desarrollan, entre zonas volcanicas calientes y el fondo oceanico.

Las ecuaciones que modelan el fenémeno fisico seran resueltas numéricamente uti-
lizando una formulacién semilagrangiana en el tratamiento de los términos convectivos
y el método de elementos finitos para resolver la parte parabdlica de las mismas. Se
tendra en consideracion el fuerte caracter no lineal de las propiedades del agua con la
temperatura y la presion. Finalmente se compararan los resultados de las simulaciones
numéricas con datos experimentales.

1. Introduccion

Una de las principales atracciones que los turistas pueden disfrutar en el Parque Na-
cional de Yellowstone (Wyoming, EEUU) es el geiser Old Faithful. En el fondo oceanico
un fenémeno similar tiene lugar; hay grietas de las cuales fluye agua geotérmicamente
caliente. A estas zonas se las denomina fuentes hidrotermales, también traducido a veces
como fumarolas hidrotermales. Estas fuentes se encuentran comtunmente en lugares que
son volcanicamente activos donde el magma esta relativamente cerca de la superficie del
océano, como son las dorsales ocednicas. El agua asciende desde profundidades volcanicas
hasta el fondo ocednico por un medio poroso, por el que arrastra gran cantidad de min-
erales como sulfuros de cobre, hierro y cinc. Las presiones que se dan a profundidades de
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2500 m el agua sigue siendo liquida a altas temperaturas, pero cuando este agua entra
en contacto con el agua del mar casi congelada, los minerales precipitan formando chime-
neas ricas en sulfuros metdlicos de hasta 60 metros de altura. La tonalidad oscura de estas
particulas al precipitarse hace que a las fuentes hidrotermales se las conozca popularmente
con el nombre de ’fumarolas negras’. En la Figura 1 puede verse una zona de fumarolas
negras activa y las tipicas estructuras de sulfuros metdlicos creadas como resultado de la
precipitacion y cristalizacion.

Figura 1: Fotografia tomada por el Dr. Michael Perfit (University of Florida) y el programa NOAA
VENTS en el 'Monolith vent site’ localizado en la dorsal Juan de Fuca (44° 58'N y 130°14'W).

Las fumarolas negras son importantes porque la quimica del océano estd controlada
en parte por la gran cantidad de calor y sustancias quimicas que emiten estas fuentes.
Esta energia es muy productiva biologicamente, hospedando grandes comunidades de seres
vivos que se alimentan de las sustancias quimicas disueltas en los fluidos que emite. Estos
organismos ademads participan en la formacién de las chimeneas de sulfuros metalicos, que
son ricas en materiales preciosos. Mds informacion sobre estas fumarolas negras puede
obtenerse en la pagina web del Museo Americano de Historia Natural (New York) [1].

La mayoria de las cuestiones cientificas sobre los sistemas submarinos hidrotermales
estan relacionadas con la temperatura del agua que emerge de dichas fuentes en el fondo del
océano como puede verse en [9]; pues las zonas volcanicas tienen temperaturas entorno a
los 1000°C, y sin embargo el maximo de temperatura del agua que emerge de las fumarolas
negras no es nunca mayor que 400°C. Adicionalmente, variaciones temporales y espaciales
de estas temperaturas todavia son una cuestién abierta en la comunidad cientifica [8].

Los datos experimentales y simulaciones numéricas recientes muestran que el compor-
tamiento del fluido es muy irregular y los términos convectivos mucho més inestables que
los obtenidos en estudios previos, siendo por tanto éstos los que controlan la dindmica del
fluido. Por eso, aqui se presenta un esquema numérico que trata los términos convectivos
con la nueva formulacién semilagrangiana desarrollada por Bermejo y Carpio [5]. El articu-
lo se estructura como sigue: En la Seccion 2 se presentan las ecuaciones del movimiento
fluido, el dominio, las condiciones de contorno y los pardmetros fisicos necesarios para la
resolucién del problema. El método numérico serd expuesto brevemente en la Seccién 3.
Finalmente en la Seccién 4 se mostraran resultados numéricos de las simulaciones.
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2. Ecuaciones del problema

La dindmica de las fuentes hidrotermales en las dorsales ocednicas se plantea en el
medio poroso que se extiende desde el material volcanico hasta la superficie del océano
como puede verse en [6]. En dindmica de fluidos e hidrologia, la ley de Darcy describe el
comportamiento de un fluido a través de un medio poroso:

v = —/Z(Vp—pfg% (1)

donde v es la velocidad de Darcy, k la permeabilidad del terreno, p la presién, uy la
viscosidad dindmica, py la densidad del fluido y g el vector aceleracién de la gravedad.

La conservaciéon de masa de un fluido monofisico moviendose en un medio poroso
obedece a la siguiente ecuacion:

62 = - (vpy). 2
con ¢ la porosidad del medio.
La densidad del fluido ps es funcién de la temperatura y la presién ps = p¢(p,T),
teniendo estas 2 magnitudes un rango de variabilidad grande en el problema. Considerando
este hecho, de (1) y (2) se obtiene la siguiente ecuacién para el campo de presiones:

0 oT k
bps <ﬂfa]; - Oéfat) =V (Pfﬂf (Vp— pf%)) (3)

donde ay es el coeficiente de expansién térmica del fluido ay = —# (Ops/OT),, y By €l co-

eficiente de compresibilidad 3y = é (Opy/OT),. . Para escribir la ecuacién de conservacién
de la energia se asume equilibro térmico entre rocas y fluido, y ademas que el fluido no
cambia de fase durante todo el proceso. Por lo tanto la ecuacién de conveccién-difusion

para la temperatura puede escribirse:

oT
(@pscpr + (1= P)prepr) 5+ prepsv - VT =V - (KVT) (4)

siendo ¢, el calor especifico del fluido, p, la densidad de las rocas, ¢, calor especifico de
la rocas, y K la conductividad térmica del conjunto.

2.1. Dominio 2 y condiciones de frontera

Tradicionalmente se ha venido modelando el problema en un dominio bidimensional
con frontera abierta en la parte superior, coincidiendo con el fondo ocednico. Ya que se
cree que la circulacién de aguas profundas en las dorsales ocednicas tiene lugar funda-
mentalmente en el plano donde la permeabilidad por fractura de roca es mayor y que la
ausencia de una capa de sedimientos en el fondo ocednico permite que el fluido oceanico
entre y salga libremente por la corteza ocednica. Por lo tanto el dominio sera rectangular
Q := [0,3600]m x [0,1000]m con condiciones de frontera apropiadas en la presién p y la
temperatura T' para resolver las ecuaciones (3) y (4), respectivamente. Estas se muestran
esquematicamente en la Figura 2, para més detalle vease [6].

Ecuaciones (3) y (4) son dependientes del tiempo, por lo que se necesita definir condi-
ciones iniciales para Ty p. Inicialmente se considerard el medio poroso saturado con agua a
temperatura Ty = 10°C' y a la presién hidrostética pg = 25 —1015-9,8(z —1000)10~%M Pa.
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p=25 MPa 0T/9z=0ifv 20 or T=10°Cifv <0
1000
0T/9x=0 0T/0x=0
op/ox=0 aplax=0
0
0 op/oz=-pg T=1000°C 3600

Figura 2: Condiciones de frontera del problema.

2.2. Parametros fisicos de las ecuaciones

En este trabajo se utilizara la ecuacion de estado del agua pura aceptada por la TAPWS-
84 (International Association for the Properties of Water and Steam en 1984) para
determinar el valor de py, if, ¢,r, oy, and By. Estos coeficientes se pueden obtener como
funcién de la temperatura y la presion (las incognitas del problema) en la libreria PROST
4.1 desarrollada por O. Bauer en la Technische Universitdt Hamburg-Harburg, Alemania,
[4]. En la Figura 3 se han representado las propiedades del agua pura como funcién de la
temperatura 10°C < T < 1000°C y la presion 25M Pa < p < 32M Pa.
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Figura 3: Propiedades del agua pura obtenidas con la libreria PROST 4.1 [4].

El resto de coeficientes que aparecen en las ecuaciones se consideraran constantes
y sus valores se muestran a continuacién: k = 1074m?2, ¢ = 0,1, p, = 2700kg m 3,
cpr = 880J (kg°C) L, K = 2W (m°C)~ 1 y |g| = 9,8m s72.
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3. Método numérico

Aqui se presenta la discretizacién temporal de las ecuaciones (1-3-4) mediante el méto-
do de elementos finitos. El dominio es rectangular €2 := [0, 3600]m x [0, 1000]m, con frontera
o) = F’b u T, siendo FiD y FZ}V trozos de la frontera con condiciones de Dirichlet y Neu-
mann, respectivamente, con ¢ pudiendo ser T (Temperatura) o p (presién). Para obtener
la solucién numérica del problema se genera una triangulacién regular y conforme del do-
minio {2} compuesta por elementos triangulares K;, 1 < j < NE, donde NE es el niimero
de elementos de la malla. En la simulacién aqui presentada se considera una malla con
NE =50032.

Se empleardn polinomios cuadréticos para la temperatura Ty la presion p, sin embargo
para la velocidad v polinomios lineales serdn utilizados, en cada tridngulo Kj. Se definen
por tanto los siguientes espacios de elementos finitos.

Wi := {un € C°Q) : Tily,, € Pa(Ey), 1< j < NE},

Vi = {vh € CO?: Thly, € PL(K)? 1< < NE}.

Asociados con el espacio de elementos finitos W), se tienen, W;l y Wﬁlo, espacios de
elementos finitos contenidos en W}, que en la frontera dirichlet asociada (con i = T" o p)
toman el valor de las condiciones de contorno (W:) o cero (Wi).

Para resolver las ecuaciones en tiempo, se considera un periodo de intergracién de
7 = 4000 anos, suficientemente largo para alcanzar un estado ’cuasi-estacionario’ y un
paso de tiempo constante At = ¢, —t,_1 (aqui se ha tomado At = 0,2 anos). Considerando
que en el instante ¢, = nAt, T}:L*l y T;Z*z e Wi, p;fl y pzf2 e W, v’;fl y vZfz e Vy
son conocidos, a continuacion se muestra el método para calcular T}' € Wt Py € W‘Z, y
VZ e V.

3.1. Resolucién de la ecuacién para la temperatura (4)

La discretizacién de elementos finitos para la ecuacién (4), puede ser formulada como:
Encontrar 17" € Wf, tal que para todo ¢y € W;;O satisfaga

1 e e
oy (00 = 3T+ T3 o)+ K (VT3 Vien)g = 0, (5)
donde se ha aplicado un esquema de discretizacién BDF de segundo orden en tiempo.
Algunos comentarios a tener en cuenta para resolver este problema son:

Comentario 1: En la (5), Tz_l y TZ_Q € W son las aproximaciones de T (x) =
T (X(x, tn; ty-1)) and TZ_Q(:C) = T %(X(X,tn;tn—2)), calculadas con el siguiente
método semilagrangiano:

1

1. Se calculan X(x,tp;tn—1) v X(X,tn;tn—2), los pies de las curvas caracteristicas del
operador derivada material ¢D /Dt := c0/0t+bv -V en los instantes de tiempo t,,—1
y tn—9, respectivamente, que alcanza el punto de malla x en ¢,. Estos puntos son
calculados integrando la siguiente EDO:

dX(x,tn;t) _ (T, p)

dt (T, p)
X(x,tn;tn) = x.
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Consideraciones sobre esta ecuacién y un método para su resolucién numérica puede
seguirse en [2].

2. Hay varias formas de aproximar Tlh(a?) =T} (X(x,tn;t;)) (conl =n—1on—2), enel
espacio de elementos finitos Wg. Aqui se usard el método ’semi-Lagrange Galerkin’
introducido recientemente en [5]. La idea del método es realizar una proyeccién L?
de T} (X(x,tn;t;)) sobre VV;Ll’T. Siendo VV:’T el espacio de elementos finitos asociado
a la particion Q) que es la imagen de la particién fija €, al desplazar cada uno de
sus tridngulos K; por las curvas caracteristicas hacia atras en el tiempo.

Comentario 2: Los coeficientes b} y cj dependen de la temperatura y la presiéon
by = b(T}y, pr) y cf = c(T}, pj) como una funcién no lineal a través de las propiedades del
agua b= prcpr v ¢ = ¢pscpr+(1—0)prcyr. Estas propiedades tienen una gran dependencia
con la temperatura pero no con la presiéon, como puede verse en la Figura 2; més ain,
la presién se difunde maés rapidamente a un estado estacionario que la temperatura en
estas zonas geotermales como se ha comentado en [3]. Por lo tanto, en la evaluacién de
los coeficientes b} y ¢} se considera la presién previa pz_l. Esta simplificacién permite
desacoplar la ecuacion de la presion y la de la temperatura en una manera similar a la
propuesta en [3] y [7]. Asi pues, solamente se tiene una ecuacién no lineal en los coeficientes
para la temperatura, por lo tanto se pueden usar iteraciones de punto fijo para resolverla.

3.2. Resolucién de la ecuacién para la presién (3)

La discretizacién de elementos finitos en la ecuacién (3), puede ser formulada como:
Encontrar p} € W}, tal que para todo ¢, € W}, satisface

2437

AZ (PF,on)g + 70 (VDR Veor)g, “
B n—1 n—2 TL n n—1 n—2 n

= oa; Bon T =P en)g + o a0y (AT = 3T+ T on) o + (98, Vien)g

donde se ha aplicado también un esquema de discretizacién temporal BDF.

Los coeficientes oy, B, v, y 0 toman el valor a = —¢pray, B = ¢psfBy, v = prk/uy
vy = p?k‘ /ps y las mismas consideraciones que se expusieron en el Comentario 2 pueden

hacerse aqui. Por lo tanto, los coeficientes pueden ser evaluados como o} ~ (T}, pp~ b,
B = B Py, v = (T o) y O = 6(Ty, p ).
3.3. Resolucién de la ecuacién para la velocidad (1)

Finalmente, con la ecuacién de Darcy (1) se calcula la velocidad. Las propiedades del
fluido serdn evaluadas con la temperatura 17" y la presion p; en el instante ¢,,. La velocidad
vi(z) serd calculada con una proyeccién L? en el espacio de elementos finitos V},

(VI dn)g = (—ff (Vo — psg) ,m)ﬂ . )
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4. Resultados

En esta seccion se muestran los resultados de la simulaciéon numérica que seran com-
parados con el comportamiento real de las fuentes hidrotermales, siguiendo los comentarios
realizados en [6]. Se divide el estudio en 2 zonas, los primeros instantes de tiempo y los
tiempos finales donde se ha alcanzado una situaciéon mas estacionaria.

4.1. Comportamiento en los primeros instantes:

Después de una etapa difusiva, los términos convectivos se van haciendo importantes y
se empiezan a desarrollar penachos de agua caliente que ascienden por conveccién natural
(t ~ 100 anos). Puede verse una evolucién de los penachos de agua caliente en su as-
censién en la Figura 4. Inicialmente todos los penachos tienen anchuras similares, pero al
unirse rapidamente unos con otros se obtienen penachos de anchura variable. Los penachos
mas anchos protegen la generacién de sus pequenos vecinos, que tras un tiempo acaban
uniéndose a ellos.

1000 t=50 years 1000 t=100 years

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
1000 - t=150 years 1000 - t=200 years

500 - 500

0 A ;‘ =

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500

1000 - t=250 years 1000 - t=300 years

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 0 500 1000 1500

2000 2500 3000 3500

Figura 4: Lineas de nivel de la temperatura desde 100°C a 800°C en los primeros instantes
de tiempo.

t=220 years t=230 years t=240 years t=250 years

ob—— = ot ‘ 0 —— 0 -
1700 2050 2400 1700 2050 2400 1700 2050 2400 1700 2050 2400

Figura 5: Ruptura térmica de varios penachos de agua caliente ascendente. Lineas de nivel
de la temperatura desde 100°C' a 800°C'.
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Cuando la anchura del penacho es elevada el penacho tiende a rompese, fenémeno
conocido como ’splitting plumes’ que puede verse en la Figura 5. Esto tiene lugar cuando
la conveccion y sus inestabilidades dominan la transmisiéon de calor, para ello es necesario
que la permeabilidad del terreno tenga un valor suficientemente alto, en nuestro caso
k=10"1m2

4.2. Comportamiento en régimen permanente

Cuando ha pasado suficiente tiempo (¢t ~ 2000 anos), el sistema se vuelve més es-
table. Se puede observar como los penachos alcanzan la parte superior del dominio y se
distribuyen de forma regular. Esta configuracion 'cuasi-estacionaria’ puede ser mantenida
durante miles de afios en el océano, aunque ocasionalmente alguna parte del sistema se
vuelve inestable, produciendo el ocasional colapso y formacién de nuevos penachos. Este
comportamiento puede verse reflejado en la Figura 6.

\% 73 X /3 \ 52750 year; 1000 g RN ’ . t=2800 ears
(0} | VVY | M ool | | IRUA
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Figura 6: Lineas de nivel de la temperatura de 100°C' a 800°C' en régimen permanente.

Segun la literatura vista en [6], al alcanzar el peniacho la parte superior del dominio su
anchura se reduce considerablemente y penachos que tengan anchuras de ~ 200m, pasaran
en su parte superior a tener ~ 60m. Otra propiedad de las fuentes hidrotermales es la razén
de aspecto A = D/(2H), que toma valores A ~ 0,22 (con D la distancia media horizontal
entre la localizacién de una fuente hidréotérmica y su vecina; y H la distancia vertical
del medio poroso, aqui H = 1000m). En cuanto a la temperatura, el fluido avandona el
fondo ocednico con una temperatura oscilante entre 355°C y 395°C. Aunque, también
puede haber caidas hasta 250°C e incluso podria la fuente hidrotermal dejar de emitir
fluido caliente por periodos de duracién de unas decenas de anos. Este comportamiento se
reproduce en la simulacion numérica y puede verse en la Figura 7, donde se ha medido la
temperatura de un punto caliente del fondo oceédnico.
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Temperature (°C)

1 1 1
3200 3400 3600

Figura 7: Evolucién de la temperatura en un punto caliente de la frontera superior.

Se puede concluir diciendo que los resultados obtenidos con el método numérico prop-
uesto, estan en concordancia con aquéllos dados en la Literatura sobre fumarolas negras.
Estos resultados nos animan a extender el método numérico de 2 a 3 Dimensiones y a
introducir adaptacién espacio-temporal en la resolucién de las ecuaciones en un trabajo
futuro.
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