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Resumen

Hemos estudiado la habilidad de los modelos reducidos para reproducir la dindmica
no lineal en el caso de la conocida la ecuacién de Kuramoto-Sivashinsky. Usamos tres
téenicas numéricas: (i) integracién temporal, (ii) Andlisis de estabilidad lineal de los
estados estacionarios via el método de Arnoldi, (iii)proyeccién de las ecuaciones sobre
un numero limitado de autovectores reduciendo el sistema a unas cuantas ecuaciones
diferenciales. El objetivo del trabajo es comprobar cémo los modelos reducidos son
capaces de capturar dicha dindmina no lineal, comparando las técnicas (i) y (iii).

1. Introduccion

El estudio numérico de comportamientos no lineales complejos en fluidos es un tema
de gran interés. La técnica usual sigue siendo la integracién temporal directa, que normal-
mente resulta adecuada en flujos en los que los requerimientos en términos de la resolucién
en espacio-temporal no sean demasiado rigurosas. Sin embargo, incluso en estos casos fa-
vorables, la integracién temporal es insuficiente para describir y entender situaciones de
bifurcaciones.

Otra herramienta es la combinacién del método de Newton para seguir ramas de bi-
furcacion estables e inestables y el método de Arnoldi para llevar a cabo el andlisis de
estabilidad lineal a lo largo de dichas ramas y detectar alguna nueva bifurcacién ([10], [4]).
El nimero de grados de libertad de las ecuaciones discretizadas depende de la eleccion de
la base de funciones en la que las ecuaciones son proyectadas. Este es en general elevado
y puede variar dependiendo del método de discretizacién desde orden mil a un millén.

El desarrollo de técnicas para reducir el niimero de grados de libertad de un problema
no lineal complejo es un drea de investigacion activa.
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Una base de funciones alternativa son los autovectores principales (i.e. aquellos que
corresponden a los autovalores con mayor parte real) obtenidos de las ecuaciones que
gobiernan el sistema linealizadas en torno a un estado béasico. El conjunto reducido de
autovectores principales parece ser muy buen candidato a base de proyeccién de Galerkin
y captura la mayor parte de la dindmica del flujo. En Refs. [6] and [7] encontramos dos
trabajos usando esta base, en inestabilidad de Marangoni-Bénard en dominio cilindrico
y en una cavidad con flujo base no trivial. Estos resultados han sido extendidos por los
autores [11] a un problema que combina dos configuraciones de mecénica de fluidos bien
conocidas: la conveccién Rayleigh-Bénard en geometria cilindrica y el flujo generado por
dos discos en contra-rotacion.

En el presente articulo mostraremos resultados previos obtenidos por los autores sobre
el comportamiento de los modelos reducidos en una configuracion sencilla, unidimensional
(ecuacién de Kuramoto-Sivashinsky) pero con una dindmica no lineal rica.

El articulo estd organizado como sigue. En la seccién 2 describimos el problema en
el que el método reducido serd testado. La seccién 3 introduce la técnica para reducir el
numero de grados de libertad y en la secciéon 4 describimos el método numérico usando
para la discretizacién. En la seccién 5 presentamos los resultados numéricos y finalmente,
en la seccién 6, las conclusiones.

2. La ecuacion

La ecuaciéon de Kuramoto-Sivashinsky (K-S) ha sido derivada en muchos contextos
fisicos. Fue derivada por Sivashinsky [12] para modelar pequenas inestabilidades termodi-
fusivas en frentes de llama laminares en dos dimensiones espaciales. También aparece en
el contexto de inestabilidades interfaciales entre fluidos viscosos concurrentes, de ondas de
flujo en plasma, flujos celulares cerca de una bifurcacién, etc. ([1], [9])

Estos sistemas fisicos y la ecuacion K-S exhiben un comportamiento espacial y temporal
no trivial incluyendo caos. El hecho de ser una ecuacién escalar la hace més tratable para
los cédlculos numéricos. Consecuentemente esta ecuacion ha sido ampliamente usada en el
esfuerzo de entender y predecir el comportamiento dindmico complejo asociado con estos
sistemas. Nosotros la utilizaremos para testar nuestro modelo reducido. Consideraremos
la siguiente version de la ecuacién K-S con las correspondiente condiciones de contorno y
condicién inicial

Up = —Uly — Ugy — Uggee €0 [0, L)x[0, T (1)
. 27x

u(z,0) = ug(z) = sm(T)2 (2)

u(0,t) =0, wu(L,t)=0 (3)

uzp(0,t) =0, ugy(L,t)=0 (4)

donde L es la longitud del dominio espacial unidimensional y T el tiempo final de
integracion.
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2.1. Integraciéon temporal

Diferentes esquemas espacio-temporales pueden ser usados para resolver la ecuacién
(1). En el presente trabajo hemos usado un método de orden cuarto desarrollado por A-
K. Kassam y L. N. Trefethen [8], que es una modificacién de un método Runge-Kutta
de cuarto orden para resolver problemas de ecuaciones en derivadas parciales no lineales
rigidos.

Las soluciones de la ecuacién (1) dependen del valor de la longitud del dominio espacial
L. En la figura 1 mostramos las soluciones espacio-temporales para tres valores diferentes
de L. Observamos cémo para L = 57 y L = 7w la dindmica comienza a ser complicada
(ondas) y comienzan a darse sintomas de turbulencia.

Figura 1: Comportamiento temporal de la solucién de la ecuacién K-S en funcién de L. a)
L=3m;b)L=>5ryc)L="Tr.

3. Modelo reducido

En esta seccién presentamos un método para reducir la ecuacién (1) a un sistema de
ecuaciones diferenciales de orden bajo que permite representar la dindmica de la solucién.
Seguimos el método descrito en Ref. [7]. Expresamos la solucién como

u(z,t) = ub(x) + a(x, t) (5)

donde u®(x) es la solucién estacionaria estable o inestable y %(z,t) la perturbacién. In-
troduciendo esta expresién en (1) la evolucién temporal de la perturbacién @(z,t) puede
expresarse como sigue

_ b b - _ __
Uy = —U Uy — U U — Upy — Upggy — Uiy (6)

o en forma mas compacta

Ou= Lpu—Nu (7)

donde el operador £,» describe la parte lineal de la ecuacién de la perturbacién (6) y N
la parte no lineal. Descomponemos u(z,t) en la forma

u(x,t) =Y Ap(t)ér() (8)
P

3
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donde los &(x)’s son un conjunto de autovectores del Jacobiano L, y los Ag(t)’s son
los correspondientes coeficientes de la expansién. Introduciendo esta expansién en (6)
obtenemos

> 0 4) = S AADEE) — X A AN - Eele)  (©)
k k Im

donde Ay es el autovalor correspondiente a £ (x). Para obtener el sistema de ecuaciones
diferenciales tomamos el producto interno de la ecuacién (9) con el correspondiente con-
junto de autovectores del adjunto del Jacobiano, ng(x). Se verifica que el conjunto de
autovectores &; es bi-ortogonal a 7; i.e.

(&), i (x)) = dir (10)

Usando la propiedad de bi-ortogonalidad, derivamos el siguiente sistema de ecuaciones
diferenciales no lineal:

dAy

= Ak — > pkimAiAm (11)

Im

donde pgim = (&(x) - (Em)e(x), nr(z)). Si la serie de la ecuacién (8) es truncada con kg
términos, el nimero de grados de libertad de las ecuaciones originales se reduce a ky. Mas
detalles sobre el método pueden ser encontrados en [11].

4. Implemetacion numérica

El modelo reducido presentado anteriormente puede ser usado con cualquier discretiza-
cién (espectral, elementos finitos, diferencias finitas). Hemos elegido un método espectral
expandiendo el campo solucién con polinomios de Chebyshev

N—1
u(x) = Z anTy(x). (12)
n=0

y evaluando en los puntos de colocacién de Gauss-Lobatto (ver Refs. [2]and [5]). Hemos
usado N = 31 en nuestros célculos.

5. Resultados numéricos

Presentamos a continuacién la comparacion entre las soluciones obtenidas con el cédigo
temporal y las obtenidas con el modelo reducido. Consideraremos el caso intermedio L =
57 que ya presenta una dindmica no lineal interesante.

El estado basico inestable es nulo en nuestro problema. Para L = 57 se tienen cuatro
modos inestables (los cuatro autovalores con mayor parte real son positivos). En la figura 2
mostramos los valores de los 12 primeros autovalores y los perfiles de las correspondientes
autofunciones.

La figura 3 muestra la comparacion entre los perfiles de la solucién temporal obtenida
con el c6digo temporal (linea sélida) y con el método reducido (linea punteada) para
un valor de z fijo, x = 0,16 (tercer punto del mallado espacial) considerando tres valores



Modelos reducidos en dindmicas no lineales
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Figura 2: Autovalores y autofunciones del andlisis de estabilidad lineal en el caso L = 5.

distintos de ko (nimero de autofunciones utilizadas en el método reducido para reconstruir
la solucién). Como puede observarse en la figura 3 para ky = 12 se obtiene ya una buena
aproximacion de la solucién, los 4 primeros modos inestables son estabilizados por los 8
modos siguientes. Para kg = 28 las soluciones con ambos métodos son indistinguibles.

- - —Método reducido - - —Método reducido - = —Método reducido
—— Codigo temporal —— Cadigo temporal —— Cédigo temporal

-0.01 -0.01 -0.01

-0.02 -0.02 -0.02

-0.03 -0.03 -0.03

-0.04 -0.04 -0.04
0 20 40 60 80 100 120 140 0 20 40 60 80 100 120 140 0 20 40 60 80 100 120 140

t a) t b) t )

Figura 3: Comparacién de la serie temporal en & = 0,16 usando el cédigo temporal y el
método reducido con diferentes valores de kg. a) kg = 12; b) ko = 20; c) ko = 28.

El perfil temporal, periédico y complejo, de los coeficientes Ak (t) de la expansién (8)
que permiten reconstruir la solucién temporal, es mostrado en la figura 4 para kg = 12.
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Figura 4: Perfil temporal de los coeficientes Ag(t) de la expansién para kg = 12.

6. Conclusiones

Hemos estudiado la habilidad de los modelos reducidos para reproducir la dinamica no
lineal de las soluciones de la ecuacién de Kuramoto-Sivashinsky. El hecho de ser una ecua-
cién escalar no le resta importancia a la complejidad de sus soluciones. Eso hace de dicha
ecuacién un buen ejemplo para testar nuestro modelo reducido basado en la proyeccién de
la solucién en un numero limitado de modos. En el presente trabajo hemos probado que
los resultados obtenidos con este método reproducen con exactitud las soluciones calcula-
das mediante el cédigo temporal. Evidentemente la potencia de este método radica en su
utilizacion en problemas méas complejos. Los autores han obtenido resultados interesantes
en un problema que combina la conveccién de Rayleigh-Bénard en geometria cilindrica y
el flujo generado por dos discos en contra-rotacion. La dindmica de soluciones en este caso
es muy rica y compleja [3] y en [11] los autores muestran la habilidad de los modelos redu-
cidos para capturarla en todos los casos. Los modelos reducidos se presentan ampliamente
utiles en situaciones en las que el cédigo temporal es muy costoso computacionalmente
como ocurre en los modelados de problemas completamente 3D. El objetivo futuro de los
autores es abordar tales situaciones.
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