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Resumen

En este trabajo estudiamos la resolucién numérica de problemas de dispersiéon
de ondas acusticas de altas frecuencias en problemas bidimensionales. El objeto es
supuesto blando al sonido, de frontera regular y convexo. La solucién del problema se
reduce, mediante técnicas de contorno, a una ecuacién integral sobre la frontera més
una férmula de representacion. De entre las formulaciones posibles escogemos una que
hace de la la incognita de la ecuacion integral una cantidad fisica del problema. Se
persigue con ello contar con la maxima informacién posible a priori sobre la solucion.
Para la resolucion numérica consideraremos métodos de tipo Galerkin. El espacio
discreto, mediante anélisis de tipo asintético, se disena de forma que proporciona
una buena aproximacién de la solucién del problema en medias y altas frecuencias.
Analizamos el error que comete la mejor aproximacion en el espacio discreto y, bajo
ciertas hipotesis, trasladamos dicho error al error del esquema numérico. Mostramos
asi que la dependencia del niumero de onda, aunque persiste, es lo suficientemente débil
como para que el algoritmo sea aplicable para muy altas frecuencias.

1. Introduccién

La simulacién numérica de la dispersién de ondas actsticas en el régimen de altas
frecuencias ha despertado gran interés en la comunidad cientifica en los tltimos anos (véase
por ejemplo [1, 2, 4] y las referencias ahi citadas). Estos problemas quedan marcados porque
la solucién es altamente oscilante. Los métodos clasicos requieren espacios discretos cuya
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dimensién sea proporcional al nimero de onda lo que los hace prohibitivos para problemas
de altas frecuencias.

La utilizacién de técnicas asintoticas ha demostrado ser de gran ayuda en estos proble-
mas. Dichos resultados proporcionan informacién sobre cémo es la solucién que se desea
aproximar y dicha informacién puede ser incorporada en los espacios discretos. El método
se especializa pero gana a cambio robustez y la dependencia del ntimero de onda, si bien
no desaparece, si se reduce hasta unos margenes tolerables.

En este trabajo estudiamos la dispersién de una onda incidente actstica plana

u"(x) = exp(ikx - d)

(d es el vector unitario que marca la direccion de desplazamiento, k& > 0 es el namero
de onda) que provoca un objeto bidimensional de frontera convexa y suave € y blando al
sonido. La respuesta del objeto se modela suponiendo que éste emite una onda dispersa, o
scattered, u® que satisface ciertas condiciones de decrecimiento en el infinito. De esta forma
la solucién del problema es

u=u""+u’

La funcién u, también conocida como onda total, es soluciéon del problema de contorno
(' = 00Q)
Au+E*u=0, enR?\Q, Aru = 0.

Ademas, admite la siguiente representacion integral

u(x) == / Bi(x — y)A(y) dy

donde P es la solucion fundamental de la ecuacion de Helmholtz. La densidad A es la
dnica solucién de la ecuacion integral

1
LA = 5)\ + (Sk — inDr) X = gx, en I'.
En la expresion anterior, gj := 0,4 — inyru'™®, 9, es la derivada normal exterior en T,
SA) = [ Bx=yAWdy, DA = [ B Pux—yAmdy (1)

son el operador de capa simple y el (adjunto del) operador capa doble respectivamente.
El coeficiente n # 0 es un término de acoplamiento entre las dos partes constituyentes de
la ecuacién. Diversos trabajos sugieren 1 = k como una elecciéon 6ptima para estabilizar
el condicionamiento del operador cuando k — oo. En lo que sigue supondremos que se
satisface el siguiente resultado:

Hipotesis. Existe ¢(k) > 0 tal que para todo k suficientemente alto

Re/AEkA > c(k:)/ A2,
T T
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Este resultado, con ¢(k) = 1/2 para n = k se ha probado rigurosamente en el circulo
unidad en 2D (y la esfera en 3D) en [4]. Aunque hay evidencias que apoyan la idea de que la
hipétesis es cierta en situaciones mucho maés generales, no se dispone de una demostracion
hasta la fecha (ver [3] y las referencias ahi citadas para algunas contribuciones en esta
direccion).

Nos centraremos en lo que sigue en la resoluciéon numérica de (1) para k >> 1. Pro-
ponemos para ello un método de tipo Galerkin. Esto es, dado S; un espacio discreto,
buscamos A\, € Sy tal que

/fhﬁk)\h = /fhgka VEn € Sh.
r r

La hipotesis anterior asegura la estabilidad del método con un resultado de tipo Lema de
Céa
IA = Anllpzry < c(B)IILkllL2ry— 2y ot IA = &nllL2ry-

Noétese por tanto que la constante que liga el error del método con el error de la mejor
aproximacion depende unicamente del operador. Volviendo al ejemplo del circulo/esfera,
dicha constante crece como k/3 v por tanto es de esperar cierto deterioro de la solucién
cuando nos internemos en el mundo de las altas frecuencias.

El otro factor por controlar radica en las propias propiedades de aproximacién del
espacio discreto. Es en este momento cuando el hecho de que A es una cantidad fisica del
problema cobra especial importancia. En efecto,

A= 0yu = 9, (u™ + ).

Al estudio de qué informacién tenemos sobre A y cémo se puede aprovechar en el disefo
del espacio discreto dedicaremos la siguiente seccién.

2. Comportamiento asintético de la solucién

Con objeto de describir de forma precisa la solucién A, tomaremos una parametrizacion
x : [0, L] — T regular de I' := 0€2. Supondremos que t; < t3 son los puntos tangenciales,
es decir,
X,(tl) -d = X/(tg) -d = 0,

y que t; <t < ty se corresponde, via la parametrizacién x, con la zona iluminada, esto es,
con la parte de la curva sobre la que incide la onda plana (ver Figura 1).
Consideremos la siguiente factorizacion de

A(x(s)) =1kV (s, k) exp(ik (x(s) - d)), s € [0,L]

Habida cuenta de que A es la derivada norma de la onda total (de ahi el factor k), se puede
esperar que ésta oscile como la onda incidente. De esta forma el comportamiento oscilante
queda recogido esencialmente en la exponencial compleja y V (s, k) es una funciéon suave y
a priort més simple de aproximar.

Esta impresion es, grosso modo, correcta en la zona iluminada. En el entorno de los
puntos x(t1) y x(t2), esto es, donde la direccién de desplazamiento de la onda plana es
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exp(ikx-d)

-

Figura 1: Geometria del problema

tangencial a la curva, hay un cambio brusco de comportamiento de V' que pasa a decrecer
de forma exponencial a cero (en términos de k y su distancia a los puntos tangenciales) en
la parte en sombra.

Esta idea queda enunciada formalmente en el siguiente teorema

Teorema 1 (Teorema 5.4 de [4]) Para todo n > 0 existe Cy, > 0 tal que

Ch, sin=0,1,

(n—1)/3
C, [1 n i 2)

DSV (s, k)l < sin>2
(14 EY3|(s — t1) (s — to) )n+2 ) o

Es mds, para todon >0y § > 0 eziste Cy, 5 y B5 > 0 tal que para s € [0, 1]
D2V (s, k)| < Ch 5 exp(—Bsk" |ty — s]),
mientras que para s € [t2, L]
DLV (5,k)| < Co g exp(=fsk* s — ta]),

De esta forma se puede deducir de (2) que para s € [t1 + ¢, ta — ¢] (¢ > 0 independiente
de k) la funcion es suave en el sentido de que sus derivadas estédn acotadas independiente-
mente de k. Ello es debido a que las potencias negativas de k en (2) se vuelven activas y
(n=1)/3_Gin embargo al acercarnos a t1 6 to la situacién cambia
radicalmente, puesto que las potencias negativas anteriormente citadas se anulan, de forma
que D™V (t1, k) ~ k(n=1D/3,

Finalmente, cuando nos movemos a la zona en sombra, por ejemplo si (t; — s) >
k~1/3+9 14 solucion decrece rapidamente a cero, aunque de una manera muy oscilante
(oscilaciones que el teorema anterior no muestra). Esta es la zona de las creeping waves
cuya aproximacion no consideraremos aqui por la dificultad que conlleva.

contrarrestan el término k
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3. Espacios discretos

En vista de los resultados mencionados en la seccién anterior, parece evidente que
cualquier espacio discreto deberd comportarse de forma diferente en la zona iluminada, en
las zonas de transicién y en la parte en sombra.

Dados ¢1,co > 0, definimos

I=[ti +ci,ta—ca), Th=[t1—c,t1+c], Ta=lta—cota+ ca).

La parte restante, [0, L]\ (I UT; UT5) corresponde a la zona en sombra. En las zonas de
transicién 77, T5 consideramos un mallado refinado

n

{o}__ = {n+ratimysan)}

(de forma analoga en T5) donde ¢ > 1. Los espacios discretos que consideraremos seran,
en la zona iluminada simplemente polinomios de grado d, mientras que en 77 y 715 traba-
jaremos con splines ctibicos regulares. Esto es

Sh,d = {uh ‘ uh|1 € Py, uh|T1 S S%(Tl), uh|T2 € S%(Tg)}

con

SHT) = {Uh € C2(T1) ‘ vh’[$j7$j+1] ePs, j=-—m,...,n— 1}.

(SE(T,) se define de forma anéloga). La solucién es en cualquier caso aproximada en la
zona en sombra por cero.

Proposicion 2 Para todo r existe C,. > 0 tal que sid >r —1

inf ||‘/(7 k‘) *pHLQ(I) S Crd_r
pelPy

donde C, es independiente de k.

Este resultado, probado ya en [4], es consecuencia de propiedades de aproximacion de
los polinomios y del Teorema 1.

En una aproximaciéon polindmica similar en T} y To aparecen términos de la forma
k™3 que marcan claramente un deterioro cuando k — oco. Este deterioro queda mitigado
si tomamos T; y T dependientes de k, ([t1 — ckY3 ¢ + ckfl/B} resulta ser la opcion
Optima hasta el punto de que desaparecen estas potencias de k). Sin embargo, ello conlleva
que I crezca con k y en este momento la constante en la proposiciéon anterior pasa a estar
multiplicada por una potencia pequena, pero relevante, de k. En [4] estudiamos estos errores
y proponfamos formas éptimas de tomar estos intervalos para reducir la dependencia de k.

Mantener las tres zonas implicadas I, T1 y T5 fijas e independientes de k (dependientes,
eso si, de la direccion de la onda incidente) tiene efectos beneficiosos. Asi, por ejemplo,
la implementacion efectiva de este tipo de métodos (ver [5]) conjuga cambios de variables
altamente no lineales con la integraciéon de funciones oscilantes. La primera parte de estos
calculos dependen Ginicamente de la particién de la curva, de forma que si ésta no depende
de k, estos calculos pueden ser reutilizados para diferentes ntimeros de onda.
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Sin embargo, el comportamiento drastico de V' en los entornos de ¢; y t5 sigue estando
presente. De ahi que se ha sugerido en este trabajo un espacio discreto en las zonas de
transicion, mas flexible, que combinado con una malla refinada, busque aproximar de forma
eficiente la solucion en esta zona. El resultado que se obtiene queda recogido en la siguiente
proposicién.

Proposicion 3 Para todo n suficientemente alto y con q = 3, existe C' > 0 tal que

1 k .
vhel/sftlgf(Ti) HV(’ k) — vh”L2(T7;) < Cﬁ I:l + ng:l y 1= 1, 2.

Esto es, el error se mantiene constante si permitimos que el ntimero de grados de libertad
crezca como kY/9 lo que en situaciones préacticas puede ser tomado como independiente de
k. Elecciones de ¢ mayores permiten reducir aiin més esta dependencia pero el costo que se
paga es la necesidad de manejar intervalos muy pequenos cerca de t1 v ts lo que dificulta
enormemente su implementacién practica.

Fl siguiente resultado ya es consecuencia inmediata del Teorema 1 y las Proposiciones
2v3.

Teorema 4 Bajo las hipdtesis anteriores, para todo 6 > 0 yr < d —1 existe Cs,., 35 > 0
idependiente de k tal que

Lo1r ok )
H)\ — )\hHLQ(F) < C&,rc(k)kHﬁk||L2(F)—>L2(1") (d + A [1 + 9} + exp(—ﬁ(skl/S 5))

n
El factor k no es relevante, dado que A =~ k cuando k — oo (recordemos que es una
derivada normal) y por tanto desaparece si nos ocupamos de medir errores relativos.

4. Esquema de la demostracién de la Proposicién 3

Mostraremos en lo que sigue en trazos gruesos cémo se procede para demostrar la
Proposicién 3. En primer lugar, el problema se puede reducir, via un cambio de variable
afin, a aproximar una funcién W que satisfaga

DMW(t) < Co(1 4+ K DB0A + Y3 1e)™2), te[-1,1], n=2,3,... (3)

El espacio discreto es entonces

Sp= {wh € C?*[-1,1] ‘ Wh[t;,4,1] € Pg}

donde
- 1q

tj :-&gn(g)‘n , j=-n,...,n.

Utilizamos en este paso que existe una proyecciéon P, : L?(—1,1) — S? que cumple

||Phu - u||L2(tj,tj+1) < C(t.7+4 - tj*3)4“D?u||[z2(t]’,3,t]’+4)’ ] =—N,...,N— 17

con la convencion de que t; =, y t—; = t_, si j > n. La demostracion de este resultado
es similar a la del Lemma 2.2 de [6] y es reflejo de que existe una base compacta de S},
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los B-splines (notemos que el soporte de un B-spline es [t;, ;4] ¥ que por tanto [t;_3,t;14]
es simplemente el intervalo que contiene los soportes de los B-splines que son diferentes de
cero en [tj,t41]).

Por simetria, podemos limitarnos a estudiar el error en [0, 1]. Tenemos por tanto que
estudiar

W(s) = BaWllia0y = 2 IBaW =Wlia g+ Do IPAW = WliEag o
j€I1(nk) j€lx(n,k)

donde I;(n,k) e I2(n, k) son dos conjuntos de indices

Li(n, k) == {j €{0,....,n—1} ‘ ti3< k—a}, In(n, k) == {0,...,n— 1} \ I (n, k).

La razon de esta division en el sumatorio es clara. Para los elementos presentes en la
primera suma, esto es, en I1(n, k), (3) proporciona la cota

IPAWV = W32, oy < (ta = t5-3) [ D{W |3

j+1) = ) < (s = tj-3) k",

j—35tj4+4

El refinamiento de la malla amortigua el coeficiente k2 (es precisamente en esta zona donde
es mas acusado) de forma que un analisis local prueba entonces que

ko101
2

Z HPhW—WHL?(tj,th) <C[ng(q_1)/2:| nd
]ell(nvk)

donde C' es independiente de n y k.
Por contra, para el sumatorio Iz(n, k), la potencia negativa presente en (3) se activa,
compensa en parte las potencias positivas de k, de forma que para estos términos es posible

deducir
2

HPhW - WH%Q(tj,tj+1) < (tj+4 — tj—3)9 {1 + kila}j__%} .

Dado que para todo j > 4
4.1 _ .1
(tjpa —tj-3) < (tjra)' Uqﬁ =817 1a(t; )" Uq*n,

se deduce que para j € Iy(n, k),

1

—2,9(1-1/9)-12)] 1 9(1-1/4)—6)
HPhW—W”%%tj SC[I—i-k’ ztj73 I ]— §0{1+tj73 q }ﬁ

tj+1) nd

donde hemos utilizado que k~1/3 < tj—3. De ahi se sigue que con ¢ = 3,
P 7 P W3 < k17
Z H hW - W”L2(tj,tj+1) + Z || hW - HLQ(tj, j+1) — ﬁ 1 + E
j€I1('rL,k) jEIQ(TL,k)

y se tiene el resultado.
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5. Comentarios Finales

Los resultados anteriores pueden generalizarse a splines de cualquier grado. Entre los
motivos que justifican el tomar splines regulares esta el hecho de los elementos de la base
B-spline son relativamente regulares (C? en el presente caso) lo que permite aplicar reglas
de cuadratura sin detenerse a considerar en qué zonas son regulares. Esto es especialmente
interesante dado que la implementacion propuesta para estos métodos de Galerkin pasa
por un cambio de variable altamente no lineal que reescribe las oscilaciones del ntcleo de
la ecuacién integral en una forma mas manejable pero que complica en gran medida los
soportes de las funciones de base de los espacios discretos.

Habida cuenta del fuerte decrecimiento de la solucién en la zona en sombra, se pueden
plantear tomar T} = [t; — ck= 1348 ¢ +c| donde 8 > 0. El Teorema 4 queda esencialmente
igual.

Como problema abierto, y objeto de futuras investigaciones, persiste el disefio de for-
mulas de cuadratura eficientes que permitan la implementacién practica del problema.
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